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ХИПОТЕЗАТА В ОБУЧЕНИЕТО  
ПО МАТЕМАТИКА

Румяна Маврова, Пенка Рангелова, Елена Тодорова
Пловдивски университет „Паисий Хилендарски"

Резюме. В настоящата работа се показва изграждането на хипотеза чрез 
използване на аналогия и индукция в обучението по математика.

Keywords: teaching, hypothesis, analogy, induction

Въведение. На съвременния етап на развитие на обществото се из-
исква учениците да имат по-задълбочени знания по различни науки. Но 
в училище не е възможно те да получат всички онези знания, които ще 
им бъдат необходими в живота. Това налага при обучението им да ги за-
познаем с различни методи за придобиване на знания. С усвояването на 
тези методи ученикът ще се приучи сам да придобива нови знания, сам 
да открива, обобщава, решава и прилага знания, свързани с конкретен 
проблем.

Един от пътищата за достигане до нови знания е използването на хипо-
тезата. В редица публикации (Vilkeev, 1967), (Nikolov & Mavrova, 1993), 
(Penev, 1976) и др. през различни периоди от време се обръща внимание 
на хипотезата в обучението, тъй като тя е постоянен спътник и в живота 
на хората при тяхната трудова дейност. Затова тя трябва да заеме подоба-
ващо място при обучението в нашето училище.

В (Milev, Bratanov & Nikolov, 1970) се посочва, че думата хипотеза има 
гръцки произход (hypothesis) и е „научнообосновно предположение, кое-
то обосновава някакво явление и трябва да се провери чрез доказателства, 
за да стане научна теория или научен закон". Пак в този източник поясня-
ват, че хипотезата е предположение, вероятност, догатка.

Можем да отбележим, че хипотезата се явява логическа връзка между 
старите и новите факти, но не просто ги свързва, а е насочена към тяхното 
обяснение.

Мeтода на познание, свързан с издигането и проверката на хипотези, 
някои автори (Milev, Bratanov & Nikolov, 1970) наричат „метод на хипо-
тезите".
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Ще отбележим, че всяка хипотеза има характер на относителна истина, 
т.е. представлява приблизително вярно обяснение (Penev, 1976).

В настоящата работа ще споделим опита си по използването на хипо-
тезите в обучението по математика. Ще посочим и методите на познание, 
които спомагат за издигането на хипотезите.

Изграждане на хипотеза чрез използване на аналогия
Ще отбележим, че при изграждането на хипотезите много важна роля 

играе аналогията. Редица автори (Nikolov & Mavrova, 1993), (Poja, 1970), 
(Portev & Nikolov, 1987) и др. са писали за аналогията.

Един от водещите автори – Д. Пойа, подчертава, че „когато разглежда-
ме аналогията, стъпваме на по-хлъзгава плоча" (Poja, 1970). Той посочва, 
че „аналогията е вид подобие", и подчертава, че „тя е подобие на опре-
делено и на концептуално ниво". Д. Пойа се опитва да изясни това поня-
тие „по-неточно", както той казва, и уточнява: „Същественото различие 
между аналогията и другите видове сходство се крие, както ми се струва, 
в намеренията на мислещия. Сходните обекти се съгласуват един с друг 
в известно отношение". Ще отбележим, че Д. Пойа (Poja, 1970) счита, че 
„две системи са аналогични, ако те се съгласуват по ясно определени съ-
отношения на своите съответни части".

Така че аналогията се разглежда като отношение (връзка, релация) 
между два обекта. В този аспект аналогията е изяснена от Ю. А. Шрейдер 
(Shreyder, 1971).

Аналогията се разглежда и като умозаключение, при което от сходство-
то на два обекта по отношение на някои техни свойства се прави извод за 
сходството им по отношение и на други свойства. По този начин се по-
лучават нови твърдения за единия от сходните обекти, като се използват 
знания за другия. В този аспект аналогията се разглежда от А. И. Уемов 
(Uemov, 1977). Новите твърдения, получени по аналогия, са само веро-
ятни и подлежат на обосноваване, тъй като методът не се основава на 
правила за извод.

При използването на аналогията обучението по математика се органи-
зира така, че да се формира у учениците ориентировъчна основа, чиито 
ориентири са предоставени в обобщен вид, характерен за редица явле-
ния.

При прилагане на аналогията за разкриване на нови твърдения бе из-
ползвано следното предприсание от алгоритмичен тип (Mavrova, 1978).

„1. Установяване на сходство:
а) разкриване на общото в определенията или свойствата на двете по-

нятия чрез анализиране и сравняване;
б) посочване как едното определение или свойство може да се получи 

от другото.
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2. Разкриване на аналогични свойства."
Това предписание допринася за насочване мисловната дейност на уче-

ниците.
Казаното по-горе ще илюстрираме с разглеждането на следните при-

мери.
При изучаване на темата „Геометрична прогресия" може да се устано-

ви сходство между геометрична прогресия и аритметична прогресия, като 
се анализират и сравнят определенията на двете понятия.

Определение 1. Аритметична прогресия е числова редица, на която 
всеки член след първия се получава, като към предходния се прибави 
едно и също число (Paskalev & Paskaleva, 2001).

Определение 2. Геометрична прогресия е числова редица, на която 
всеки член след първия се получава, като предходен член се умножи с 
едно и също число (Paskalev & Paskaleva, 2001).

На учениците се поставя задачата:
1. Да разкрият общото в опреденията.
2. Да посочат как определението за геометрична прогресия се получава 

от определението за аритметична прогресия.
След анализиране и сравнение на двете определения се установява:
1. Двете определения са сходни. Всяко от тях може да бъде получено от 

следната обща структура: „Дадена числова редица наричаме прогресия, 
ако всеки член след първия се получава от предходния чрез извършване 
на дадена операция с едно и също число".

2. Определението за геометрична прогресия може да се получи от оп-
ределението за аритметична прогресия чрез заместване на термина „при-
бавям" с термина „умножавам", т.е. заместваме сбор с произведение.

Учениците са изучили свойствата на аритметична прогресия, а именно 
(Paskalev & Paskaleva, 2001):

Свойство 1. Една числова редица 1 2 3 1 1, , , , , ,n n na a a a a a− +  е аритме-
тична прогресия тогава и само тогава, когато за всяко 2n ≥  е изпълнено 

1 1

2
n n

n
a aa − ++

= .

Свойство 2. Във всяка крайна аритметична прогресия 
1 2 3 2 1, , , , , ,n n na a a a a a− −  сборът на два члена, равноотдалечени от 

крайните ѝ членове, е равен на сбора на двата крайни члена т.е. 
1 2 1 3 2n n na a a a a a− −+ = + = + =  

На учениците се задава за самостоятелна работа да разкрият и форму-
лират твърдения за геометрична прогресия, които са аналогични на посо-
чените по-горе свойства.
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Така учениците, заменяйки сбора с произведение, получават свойство 1 и свой-
ство 2 (Paskalev & Paskaleva, 2001) на геометрична прогресия. Изказаните свой-
ства 1 и 2 трябва да се докажат. Проблемът за доказателството на хипотезата е 
свързан и със съвременното методологическо изискване за издигане на множество 
хипотези. „Изследванията на процеса на познание показват, че когато се използва 
само една хипотеза, изследователят нагажда несъзнателно за самия себе си начина 
на своята работа и фактите така, че да ги пригоди към хипотезата. Когато хипотези-
те са много, проверката им става обективна" (Nikolov & Mavrova, 1993).

Най-голямо е приложението на аналогията в училище при изучаване на стере-
ометрията.

Д. Пойа в (Shreyder, 1971) пише: „Триъгълникът в равнината е аналогичен на 
тетраедъра в пространството. В равнината две прави линии не могат да заграждат 
крайна фигура, но три могат да заграждат триъгълник. В пространството три рав-
нини не могат да заграждат крайна фигура, но четири могат да заграждат тетраед-
ър. Отношението на триъгълника към равнината е същото, както това на тетраедъра 
към пространството дотолкова, доколкото триъгълник и тетраедър са ограничени 
от минималния брой прости гранични елементи. Оттук и аналогията".

Имайки предвид казаното по-горе, може да се установи сходство между парале-
лепипеда и успоредника на генетична основа, а именно успоредникът е образуван 
от пресичането на най-малък брой двойки успоредни прави, а паралелепипедът – 
от най-малък брой двойки успоредни равнини. Ще посочим и други нови твърде-
ния, които могат да се получат по самостоятелен път по аналогия от познатите им 
свойства на равнинни фигури.

Например: сходство може да се установи между успоредността на две прави в 
равнината, от една страна, и успоредността на две прави, на прави и равнина или 
на две равнини в пространството от друга страна; ъгъл, определен от две прави в 
равнината, и ъгъл, определен от две равнини в пространството; между окръжност в 
равнината и сфера в пространството и др. Получените твърдения в пространството 
имат хипотетичен характер и те трябва да се докажат.

Например: разглеждайки успоредник и паралелепипед от твърденията за успо-
редник, като:

1. противоположните страни в успоредника са успоредни и равни от-
сечки.

2. диагоналите на успоредника се пресичат в една точка и се разполовяват от 
нея.

Можем да издигнем хипотезите, отнасящи се за стереометричната фигура, а 
именно:

1‘. Противоположните стени на паралелепипеда са успоредни и еднакви мно-
гоъгълници.

2‘. Диагоналите на паралелепипеда се пресичат в една точка и се разполовяват 
от нея.
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Издигнатите хипотези на базата на аналогията могат да бъдат както верни, така 
и неверни твърдения. На това трябва да се обърне внимание на учениците.

Освен при получаване на нови знания по аналогия могат да се разгледат с уче-
ниците и аналогични задачи.

Например:
Ако числата a  и b  са положителни, то 2a b ab+ ≥ .
1‘. Ако числата ,  ,  a b c  са положителни, то 33a b c abc+ + ≥ .

От всички правоъгълници с даден диагонал най-голямо лице има квадратът.
2‘. От всички правоъгълни паралелепипеди с даден диагонал най-голям обем 

има кубът.

3. Да се докаже, че за всеки триъгълник е в сила равенството 1 1 1 1

a b cr h h h
= + + ,  

където r  е радиус на вписаната окръжност в триъгълника, а ,  ,  a b ch h h  са висо-
чините му.

3‘. Да се докаже, че за всеки тетраедър е в сила равенството 
1 1 1 1 1

a b c dr h h h h
= + + +

, където r , е радиусът на вписаната сфера в тетраедъра, а ,  ,  a b ch h h  и dh са ви-

сочините му.

 4. Ако в правоъгълен ABC∆  h  е дължина на височината, построена през вър-

ха на правия ъгъл, то 
2 2 2

1 1 1
h a b

= + .

4‘. Ако в правоъгълен тетраедър ABCD  h  е дължина на височината, постро-

ена през върха на правия тристенен ъгъл, и ,  ,  a b c  са дължините на взаимно 

перпендикулярни ръбове, то 
2 2 2 2

1 1 1 1
h a b c

= + + .

5. Докажете неравенството a b c ab bc ca+ + ≥ + + , където ,  ,  a b c  са 
положителни числа.

5‘. Вярно ли е, че a b c d ab bc cd da+ + + ≥ + + + , където ,  ,  ,  a b c d  
са положителни числа.

6. За числата a  и b  е изпълнено неравенството ( )2 22a b a b+ ≤ + .
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6‘. За числата ,  a b  и c е  изпълнено неравенството 

( )2 2 23a b c a b c+ + ≤ + + .

Както споменахме по-горе, получените по аналогия твърдения могат да бъдат 
както верни, така и неверни. Затова в обучението по математика трябва на учени-
ците да се обръща внимание на допускането на неправилни аналогии.

Например: невярно е твърдението a c a
b c b

+
=

+
, получено по „аналогия" от 

;ac a
bc b

=  sin sina bx b ax=  по „аналогия" с abx bax= ; ( )lg lg lga b a b+ = +  

по „аналогия" с ( )a b c ab ac+ = +  т.н.
Борбата с тези грешни аналогии може да се осъществи чрез използването 

на контрапримери, с които се показва неверността на направените изводи.
Например:

( )lg 1000 10 lg1000 lg10+ = + . От ( )lg 1010 3,...=  и 
lg1000 lg10 3 1 4+ = + =  стигаме до извода, че 3,... 4= , което отхвърля 
твърдението, че ( )lg lg lga b a b+ = + .

Може да се използва също така и обосноваване на извода чрез използ-
ване на доказани твърдения, свойства, определения и т.н.

Изграждане на хипотезата чрез използване на индукцията
Освен аналогията в обучението по математика за издигане на хипотези 

може да се използва индукцията (непълната).
В (Nikolov & Mavrova, 1993) авторите пишат: „Индукцията (от латински 

„indyctro" навеждане, насочване) е метод на познание, основаващ се на ло-
гически разсъждения, изхождащи от твърдение с по-малко общ характер и 
насочени към твърдение с по-общ характер. В този случай въз основа на зна-
нията за част от предметите за даден клас се прави извод за класа като цяло. 
Индукцията винаги е някакво обобщение".

Като имаме предвид казано-
то, ще посочим, че индукцията 
„прави резултатите му вероятни, 
но тя никога не ги доказва" (Poja, 
1970). Тук имаме предвид непъл-
ната индукция. Д. Пойа още под-
чертава, че „грижливото наблю-
дение на частни случаи, които ни 
водят до един общ математиче-
ски резултат, може да подскаже и 
неговото доказателство".

В (Nikolov & Mavrova, 1993) авторите пишат: „Индукцията (от латински 
„indyctro“ навеждане, насочване) е метод на познание, основаващ се на логически 
разсъждения, изхождащи от твърдение с по-малко общ характер и насочени към 
твърдение с по-общ характер. В този случай въз основа на знанията за част от 
предметите за даден клас се прави извод за класа като цяло. Индукцията винаги е 
някакво обобщение“. 

Като имаме предвид казаното, ще посочим, че индукцията „прави резултатите 
му вероятни, но тя никога не ги доказва“ (Poja, 1970). Тук имаме предвид непълната 
индукция. Д. Пойа още подчертава, че „грижливото наблюдение на частни случаи, 
които ни водят до един общ математически резултат, може да подскаже и неговото 
доказателство“. 

Ще разгледаме следните примери. 
При изучаване на средна отсечка в триъгълник на учениците се поставя 

проблемът: какво свойство притежава средната отсечка в триъгълника? 
За целта от учениците се изисква 

всеки от тях да начертае триъгълник и 
средна отсечка в него? (чертеж 1) 

След което им се предложи да 
измерят CMN  и CAB  и да измерят 
отсечките MN  и в случая AB . 

След анализиране и сравняване на 
големините на ъглите и дължините на 
отсечките се стигна до извода, че MN AB  

и 1
2

MN AB . Тук се обърна внимание на 

получените конкретни резултати, сравнихме ги и учениците забелязаха „откъслечни“ 
закономерности, след каето се стига до извода, че получените резултати имат вероятен 
характер, защото се отнасят до фигурите, начертани от тях. Стигна се до извода, че този 
резултат трябва да се докаже, за да е валиден за всяка средна отсечка в триъгълник. 

В този случай използвахме непълната индукция. „Непълната индукция 
разширява човешките знания, защото в умозаключението се съдържа повече 
информация, отколкото в изходните предпоставки. Колкото е по-голяма нейната база, 
т.е. колкото повече частни случаи съдържа, толкова по-вероятен е индуктивният 
извод.“ 

Изводите по метода на непълната индукция могат да се правят не само на 
основата на количествени измеревания, но и на качествено ниво. 

Чрез индуктивното обобщение се установяват не само закономерностите, но се 
определят съществени признаци на обекти и явления (вписан ъгъл, успоредник и др.) 

Д. Пойа (Poja, 1970) посочва, че „при работа със задачи от какъвто и да е тип се 
нуждаем от определен вид индуктивни разсъждения“. 

За целта ние ще разгледаме следната задача. 
Дадена е окръжност k  с радиус R  и 

център O . От точка A  лежаща вън от 
окръжността намираща се на разстояние a  от 
точка O  е построена секуща (чертеж 2). Нека 
точките B  и C  са пресечните точки на 
секущата с окръжността. Съединяваме точките 
B  и C  с центъра O  и нека BOA  и COA  
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Ще разгледаме следните примери.
При изучаване на средна отсечка в триъгълник на учениците се поставя 

проблемът: какво свойство притежава средната отсечка в триъгълника?
За целта от учениците се изисква всеки от тях да начертае триъгълник и 

средна отсечка в него (чертеж 1).
След което им се предложи да измерят CMN  и CAB  и да измерят 

отсечките MN  и в случая AB .
След анализиране и сравняване на големините на ъглите и дължините 

на отсечките се стигна до извода, че MN AB
 и 1

2
MN AB= . Тук се обър-

на внимание на получените конкретни резултати, сравнихме ги и ученици-
те забелязаха „откъслечни" закономерности, след каето се стига до извода, 
че получените резултати имат вероятен характер, защото се отнасят до фи-
гурите, начертани от тях. Стигна се до извода, че този резултат трябва да 
се докаже, за да е валиден за всяка средна отсечка в триъгълник.

В този случай използвахме непълната индукция. „Непълната индукция 
разширява човешките знания, защото в умозаключението се съдържа повече 
информация, отколкото в изходните предпоставки. Колкото е по-голяма ней-
ната база, т.е. колкото повече частни случаи съдържа, толкова по-вероятен е 
индуктивният извод."

Изводите по метода на непълната индукция могат да се правят не само на 
основата на количествени измеревания, но и на качествено ниво.

Чрез индуктивното обобщение се установяват не само закономерностите, 
но се определят съществени призна-
ци на обекти и явления (вписан ъгъл, 
успоредник и др.)

Д. Пойа (Poja, 1970) посочва, че „при 
работа със задачи от какъвто и да е тип се 
нуждаем от определен вид индуктивни 
разсъждения".

За целта ще разгледаме следната 
задача.

Дадена е окръжност k  с радиус 
R  и център O . От точка A, лежа-
ща вън от окръжността, намираща 
се на разстояние a  от точка O, е 
построена секуща (чертеж 2). Нека точките B  и C  са пресечните точки 
на секущата с окръжността. Съединяваме точките B  и C  с центъра O  и 
нека BOA  и COA  означим съответно с β  и γ . Намерете . .

2 2
tg tgβ γ
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За да подпомогнем решаването на задачата, разглеждаме частен случай, 
когато β γ= , т.е. разглеждаме граничното положение на секущата. Получава се 

следната ситуация (чертеж 3) 
2 1 cos.

2 2 2 1 cos
tg tg tgβ γ γ γ

γ
− = =  + 

, 

но cos R
a

γ = . Така получаваме за тази ситуация, че 
2

.
2 2 2

a Rtg tg tg
a R

β γ γ − = =  + 
.

С направените изводи в помощ-
ната задача ще трябва да достигнем 
до решението на дадената задача. 
За целта използваме (чертеж 4), че 

BEM∆  и CEM∆  са правоъгълни и 

2
BMtg
BE

β
= , а 

2
CMtg
CE

γ
= . 

Тогава . .
2 2

BM CMtg tg
BE CE

β γ
=  (1).  

От подобните триъгълници AMC∆  и 
( ) . .ABE AB AC AE AM∆ =  следва, че 

CM AM a R
BE AB AB

−
= = . 

От CE  и a R+  са елементи в подобните триъгълници ACE∆  и AMB∆ , 

откъдето получаваме 
MB AB
CE a R

=
+

. Така, като заместваме в (1), получаваме 

. .
2 2

a R AB a Rtg tg
AB a R a R

β γ − −
= =

+ +
.По аналогичен начин, т.е. използ-
вайки граничен преход, който води 
до разглеждане на частни случаи, 
се постъпва и при решаването на 
следната задача.

В четириъгълник ABCD  (чер-
теж 5) двете страни AD  и BC  не 
са успоредни. Кое е по-голямо: по-

означим съответно с   и  . Намерете . .
2 2

tg tg   

За да подпомогнем решаването на задачата, разглеждаме частен случай, когато 
  , т.е. разглеждаме граничното положение на секущата. Получава се следната 

ситуация (чертеж 3) 
2 1 cos.

2 2 2 1 cos
tg tg tg   


     

, но cos R
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  . Така получаваме за 

тази ситуация, че 
2

.
2 2 2

a Rtg tg tg
a R

        
. 

С направените изводи в 
помощната задача ще трябва да 
достигнем до решението на дадената 
задача. За целта използваме (чертеж 
4), че BEM  и CEM  са 
правоъгълни и 

2
BMtg
BE


 , а 

2
CMtg
CE


 . Тогава 

. .
2 2

BM CMtg tg
BE CE

 
  (1). От подобните триъгълници AMC  и 

  . .ABE AB AC AE AM   следва, че 
CM AM a R
BE AB AB


  . От CE  и a R  са елементи в 

подобните триъгълници ACE  и AMB , откъдето получаваме MB AB
CE a R




. Така, като 

заместваме в (1), получаваме 

. .
2 2

a R AB a Rtg tg
AB a R a R

   
 

 
. 

По аналогичен начин, т.е. 
използвайки граничен преход, който 
води до разглеждане на частни 
случаи, се постъпва и при 
решаването на следната задача. 

В четириъгълник ABCD  
(чертеж 5) двете страни AD  и BC  
не са успоредни. Кое е по-голямо: 
полусумата от тези страни или 
отсечката MN , съединяваща средите 
на другите две страни на 
четириъглника (Mavrova, 2000)? 

Използването на хипотезата при обучението по математика изисква повече 
време, отколкото при обикновеното изложение на 
учебния материал. За сметка на това по-добре се 
осъществяват редица образователни и 
възпитателни цели. Издигането на хипотеза 
показва на учениците какъв е пътят на научното 
изследване. Освен това се допринася за: 

– съзнателното и трайно усвояване на 
знанията; 
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четириъглника (Mavrova, 2000)? 
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лусумата от тези страни или отсечката MN , 
съединяваща средите на другите две страни на 
четириъглника (Mavrova, 2000)?

Използването на хипотезата при обучение-
то по математика изисква повече време, откол-
кото при обикновеното изложение на учебния 
материал. За сметка на това по-добре се осъ-
ществяват редица образователни и възпита-
телни цели. Издигането на хипотеза показва на 
учениците какъв е пътят на научното изследва-
не. Освен това се допринася за:

– съзнателното и трайно усвояване на зна-
нията;

– формиране у учениците на умения самостоятелно да получават правдоподоб-
ни твърдения от известните им вече знания;

– повишаване интереса у тях към математиката, тъй като учебната дейност 
придобива изследователски характер;

– повишаване ефективността на обучението;
– избягване на грешки, допускани поради неправилни аналогии или обобще-

ния чрез използването на индукция.
Учениците трябва да обърнат внимание на това, че хипотезите, които се полу-

чават по аналогия и индукция, изискват обосноваване (доказателство), тъй като 
не се изключва възможността те да бъдат погрешни, защото не се основават на 
правила за извод.

Накрая ще отбележим, че освен използваната т.нар. „проста аналогия", при 
която изводът има хипотетичен характер, има и аналогия, която запазва зависи-
мостите на известни съотношения и в математиката се нарича изоморфизъм. Изо-
морфизмът е един напълно изяснен вид аналогия и в настоящата статия нямаме за 
цел да го изясняваме.
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подобните триъгълници ACE  и AMB , откъдето получаваме MB AB
CE a R




. Така, като 

заместваме в (1), получаваме 

. .
2 2

a R AB a Rtg tg
AB a R a R

   
 

 
. 

По аналогичен начин, т.е. 
използвайки граничен преход, който 
води до разглеждане на частни 
случаи, се постъпва и при 
решаването на следната задача. 

В четириъгълник ABCD  
(чертеж 5) двете страни AD  и BC  
не са успоредни. Кое е по-голямо: 
полусумата от тези страни или 
отсечката MN , съединяваща средите 
на другите две страни на 
четириъглника (Mavrova, 2000)? 

Използването на хипотезата при обучението по математика изисква повече 
време, отколкото при обикновеното изложение на 
учебния материал. За сметка на това по-добре се 
осъществяват редица образователни и 
възпитателни цели. Издигането на хипотеза 
показва на учениците какъв е пътят на научното 
изследване. Освен това се допринася за: 

– съзнателното и трайно усвояване на 
знанията; 

A O 

BC 

  
E 

  2
  

Чертеж 3 
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B 

 
E M 

C 

  

Чертеж 4 

 
    
 2

  

2
  

A B 

C 

D 

M 

N 
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THE HYPOTHESIS IN TEACHING MATHEMATICS

Abstract. The present paper shows the building of a hypothesis via analogy and 
induction in teaching Mathematics.
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