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Аннотация. В статье представлены результаты работы международной 
команды учащихся, полученные в рамках реализации сетевого исследовате-
льского проекта „Математическая мозаика“. Эти результаты получены в ходе 
исследования, которое проводилось с использованием программных проду-
ктов GeoGebra, Geometer’s Sketchpad и Maple. Для доказательства утвержде-
ний использовался метод комплексных чисел.
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В конце сентябре 2016 году мы приступили к совместной работе в рамках 
международного сетевого исследовательского проекта „Математическая мозаи-
ка“, Работы продолжались до начала мая 2017 года. Отправной точкой послужи-
ли три стартовые задачи, которые были предложены профессором Шабановой.

Задача 1 (для подкоманды Болгарии): На сторонах AB  и CB  треуголь-
ника ABC  выбраны точки M  и N так, что :AM MB m= ; :CN NB n=
. Прямая MN  пересекает AC  в точке T . Исследуйте зависимость поло-
жения точки T  от вида треугольника. Получите формулу для выражения 
отношения :AT TC .

Задача 2 (для подкоманды России): По двум пересекающимся прямым с 
равными скоростями движутся две точки A  и B . Доказать, что существу-
ет такая точка плоскости, которая во все моменты времени равноудалена 
от них.

Задача 3 (для подкоманды Казахстана): Построить окружность, кото-
рая касается данной окружности и проходит через две данные точки пло-
скости, содержащие эту окружность.

Мы должны были их решить, найти общее в трех, казалось бы, совершен-
но различных задачных ситуациях общее и составить новую задачу, которая 
объединяет в себе все три стартовые задачи. Данной статьей мы представляем 
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главный результат совместной работы – общую задачу, которую мы назвали 
„математической мозаикой инвариантов“. В ходе работы мы использовали 
литературу, отмеченной в конце.

Дан произвольный треугольник ABC  и описанная около него окружность 
Γ  с центром O . Точки M  и N  находятся на прямых BA  и BC  соответ-
ственно так, что :AM MB m=   и :CN NB n=  . На прямой MN отмечены 
точки P  и Q  так, что ониодновременно внутренние (или внешние) по отно-
шению к Γ  и удовлетворяют условиям :PM PN p=   и :QM QN q=  . Через 
точки P  и Q  проведены окружности 1k  и 2k , касающиеся окружности Γ  
в точках 1U  и 2U  соответственно. Прямая MN  пересекает окружность 
Γ  в точках 1A  и 2A , а 1A′  и 2A′  - это такие точки на Γ , что прямые 1BA′  и 

2BA′  симметричны прямым 1BA и 2BA  соответственно относительно 1BU  

и 2BU . Точки M  и N  движутся по прямыми BA  и BC  так, что 
m
n




, p  и q  

постоянные числа. Предположим, что в некоторый момент времени движе-
ние прямой MN останавливается, фиксируя точки jA  и jA′  (или их образы/
прообразы), потом движение продолжается. Точки фиксируются со скоро-
стью jv ( )1,2j =  на прямых jBA  и jBA′ ( )1,2j =  и продолжают двигаться 
по этими (неподвижными) прямым с теми же скоростями.Докажите, что:

а) геометрическим местом прямых MN  является пучок прямых, проходя-
щих через постоянную точку T  прямой AC ;

б) все положения точек jA  и jA′ ( )1,2j =  для соответственного им поло-
жения MN  находятся на одинаковом расстоянии от некоторой фиксирован-
ной точки, которая описывает Γ  при изменении MN ;

в) геометрическое место точек U пересечения касательных к Γ , проходя-
щих через  1U  и 2U  является кривой второго порядка k′ ;

г) центры 1Ω  и 2Ω  окружностей 1k  и 2k  описывают кривую второго по-
рядка k′′ ;

д) прямая OT  является общей фокальной осью кривых k′  и k′′ .
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Решение. Утверждение а) по существу следует из стартовой задачи Болга-
рии, в которой точка T  является инвариантом. Когда прямая MN движется 
вокруг T  точки P  и Q  находятся на постоянном расстоянии от точки T . 
Каждая прямая MN  содержит инвариантную точкуU , которая является ос-
новным элементом в решении стартовой задачи Казахстана. Она определяет 
точки 1U  и 2U , которые необходимы для построения окружностей 1k  и 2k , 
касающихся Γ . Из решении стартовой задачи России следует, что все новые 
положения точек jA  и jA′  для соответственного положения MN  находятся на 
одинаковом расстоянии от точки jU ( )1,2j =  (или ее диаметрально противо-
положной точки на ). Следовательно, когда прямая MN  движется, посто-
янная точка описывает окружность Γ . Так получаем утверждение б).

Для доказательства других утверждений рассмотрим нашу геометриче-
скую конфигурацию в комплексной плоскости. Как обычно комплексное чис-
ло, задающее положение точки на комплексной плоскости, обозначим малень-
кой буквой. Считаем, что окружность Γ  имеет радиус равный единице, а ее 
центр является центром системы координат. Следовательно, 1aa bb cc= = =
. При движении прямой MN  точки P  и Q  движутся по окружностям, центр 
которых точка T . Поэтому существует момент, в котором точки P  и Q  за-
ймут положения 0P  и 0Q , при которых T , O , 0P  и 0Q  находятся на одной 
прямой. Следовательно, можно без ограничений общности считать, что дви-
жение MN  начинается из этого положения и полагать 0P P≡  и 0Q Q≡ . По-
этому рассматриваем координатную систему, в которой прямая OT  является 
вещественной осью (осью абсцисс) и точки P  и Q  лежат на этой оси. Тогда 
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будут выполняться равенства p p=  и q q= . Вообще реальная ось PQ  зада-
ется уравнением z z= . Уравнение прямой AC  следующее: z caz c a
. Отсюда получается, что комплексная координата точки T PQ AC= ∩  сле-
дующая:

( )1 	
1

c at
ca

+
=

+
.

Пусть прямая MN  повернута на угол ϕ  и точки P  и Q  заняли положе-
ния 1P  и 1Q . Тогда ( )1

ip p t e tϕ= − +  и ( )1
iq q t e tϕ= − + . Означаем iw e ϕ=

. Следовательно
( )2 	 ( )1p p t w t= − + , ( )1q w t w t= , 1w = .

Пользуясь равенствами ( )1  и ( )2 , получаем уравнения серединных пер-
пендикуляров 

1P Bs  и 
1Q Bs к отрезкам 1PB  и 1Q B :

1
:P Bs

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

22 2

2

2

2

2

22

1 1 1

1 1 1

( 1) ( )( 1)

1 ,

1

1

ca b ca p b c a ca w b c a z

b ca w ca wp c a w b ca c a z

w c w c a ca p c a w

c a c a w c a

a p − + + − + +

 + +

+ + + + − + − +

+ + + − + − + + + =

= +

− − + 

+

− −

1
:Q Bs

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

22 2

2

2

2

2

22

1 1 1

1 1 1

( 1) ( )( 1)

1 ,

1

1

ca b ca q b c a ca w b c a z

b ca w ca wq c a w b ca c a z

w c w c a ca q c a w

c a c a w c a

a q − + + − + +

 + +

+ + + + − + − +

+ + + − + − + + + =

= +

− − + 

+

− −
Решая систему образованную уравнениями 

1P Bs  и 
1Q Bs , находим комплекс-

ную координату центра bW  описанную около треугольника BPQ  окружность 
bk представим в виде:

( )3 	

( ) ( ) ( )[ ] ( ){
( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( )} ( ) ( ) ( )[ ]

2

2 2 2

2

1 1

1 1 2

1 1 .

bw b ca w pq ca w c a a b c abc w p q

c a ca b c a ca w c a a b c abc w

c a a b c abc ca ab bc ca w b a b c abc

= − + + + + − + − + + +

 + + + − + − + + + − + − − 

− + − + − + + − − − − + −

Радиус br  этой окружности находим из ( )3  и ( )( )2
ùr w b w b= . По-

лучаем
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( )4

	

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ]

2

22 2

1 1

1 1 1 1 /

/ 1 1 .

br ca wp c a w a b c abc ca wq c a w a b c abc

b ca p ab bc ca w b c a b ca q ab bc ca w b c a

ca ab bc ca w b a b c abc

= + − + + − + − + − + + − + −

+ + + − − − + + + + − − − +

+ + − − − − + −

Вставим равенства ( )3  и ( )4  в уравнение ( )( ) 2
b b bz w z w r− − =  окружно-

сти bk  и получаем равенство:
( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( )[ ]( )
( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ){
( ) ( ) ( )( ) ( )( )

2

2

2

2 2

2 2

2 2 2

1 1

1 1

ù

1 1

1

ù

ca ab bc ca w b a b c abc zz

c a pq ca ab bc ca w b c a p q

c a ab bc ca w c a ab bc ca w

b c a b ca c a ca

b c a w pq ca c a w a b c abc w p q

b c a b ca c a ca w c a a b c abc w

z

+ + − − − − + −

− + − + + − − − + + −
− + + − − + + + − − +

+ + + − + +

− − + + + + − − + − + +

 + + + + − + + + + − +

+ +

−



+

+ ( )( )} ( )( ) ( )( )( )( )( )
( )( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]{ }

2ù ù

1 0

z b w ca pq w b w c a ca p qc a

w c a b ab bc ca a b c w b ab bc

a b

ca a b c

c abc + − + − − + + + + −

− − + + − − + + − + + +

−

−

+

+

−

=

+

Вставим в последнее равенство 
1z
z

=  (получается из уравнения ). Так 
получаем, что комплексная координата второй точки 1B  пересечения bk  и Γ
выражается формулой

( )5 	

( ) ( ) ( )[ ] ( ){
( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( )}
( ) ( ) ( ) ( )[ ]( ){

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )}

2 2
1

2 2 2

2

2

2 2

1

1 1 2
/

1 1 1

+ 1 2 1

1 1 .

b c a w pq ca c a w a b c abc w p q

c a ca b c a ca w c a a b c abc w
c a a b c abc

b ca pq ca ab bc ca w b c a p q

c a ab bc ca w c a ab bc ca w

b c a b ca c a ca

= + + + + − + − + + +

 − + + + − + + + + − + − − 

− + − + −

+ + + + − − − + +

+ + − − − + + − − +

+ + + + − + +

Прямые 1BB  и 1 1PQ  имеют уравнения ( ) ( )1 1 1 1 1:BB b b z b b z bb bb− − − = −  
и ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1 1 1:PQ p q z p q z p q p q− − − = −  соответственно. Отсюда ( )2  и 
( )5  находим координату точки ùU BB PQ′ = ∩  в следующем виде:
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( )6 	

( ) ( )( )( ) ( ){
( ) ( ) ( ) ( ) }

( ) ( ) ( ) ( )( )

2 2

2 2 2 22

2

1 1 1

1 2 /

/ 1 1 1 .

u ca w pq c a ca w w p q

c a ca w c a w c a

ca ca w p q c a w

′ = + + + + − + +

 + + + + − + + + 

 + + + + + − 
Из ( )6  следует

( )7 	

( ) ( )( )( ) ( ){
( ) ( ) ( ) ( ) }
( ) ( ) ( ) ( )( )

2

2 2 2 22

2

1 1 1

2 1 /

/ 1 1 1 .

u ca pq c a ca w w p q

c a w c a w c a ca

ca ca w p q c a w

′ = + − + + − + +

+ + − + + + + +

 + + + + + − 
Равенство ( )6  умножаем на ( )( ) ( )21c a ca u c a′− + + + + , а ( )7  – на

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 21 1 1 1ca pq c a ca p q c a ca c a ca u′− + + + + + − + − + + + + . 
После суммирования полученных результатов находим уравнение, решение 
которого относительно w  следующее:

( )8 	 ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

2 2 21 1 2 1 1
1 1 2 1 2

ca pq c a ca p q c a ca c a ca u u
ca ca p q c a u c a ca p q c a

′ ′+ − + + + + + + + − + + +
′   + + + − + − + + + − +   

.

Теперь подставим в ( )6  равенства u z′ = , u z′ =  и ( )8 . Так получается 
уравнение кривой k′  второго порядка:

( )9 	 :k′ 2 2 0A z B zz A z C z C z D′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + + = ,
где

( )2A c a′ = + , ( ) ( ) ( )( )( ) ( )22 21 4 1B ca p q c a ca p q c a′ = − + + + + + + − + ,
( ) ( )( ) ( )( ) ( )2 21 2 2 1C c a ca p q c a p q ca ′ = + + + − + + − +  ,

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )ù1 1 2 1 4 1D pq ca pq c a ca p q c a ca ′ = + + − + + + + + + +  .
Так мы доказали утверждение в).
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Из конструкции окружности 1k  и 2k , касающиеся Γ , естествен-

ным образом следует идея об аналитическом выражении этих окружно-
стей через их касательные точки 1U  и 2U . В начале находим уравнение 

2 2 4
u u u uz z

 ′ ′ ′ ′ − − =  
  

 окружности bk′ , проходящей через O , центром ее 

является серединаOU ′  (точка с координатой
2
u′

). Так из ( )7  получается

( )8 	 :bk′

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 0.

ca ca w p q w c a zz

ca pq c a ca w p q c a w ca z

ca pq c a ca w w p q ca w c a z

 + + + + − + 
 − + + + + − + + + − + + − 
 − + − + + − + + + − + + = 

Потом из ( )8  и 
1z
z

=
 
находим уравнением, которому удовлетворяют ко-

ординаты точек 1U  и 2U  где пересекаются bk′  и Γ :

( )9 	

( ) ( )( )( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2

2

2 2 2 22 2

1 1 1 1 1

2 1 1

1 1 1 1 1 0.

ca pq c a ca w p q c a w ca z

ca c a w p q c a w z

ca w pq c a ca w w p q ca w c a w

 + + + + − + + + − + + − 
 − + + + + + − + 

+ − + + − + + + + + − =
Сейчас заметим, что центр jΩ  окружности jk ( )1,2j =  есть точка пе-

ресечения серединного перпендикуляра  
1 1PQs к отрезку 1 1PQ  и прямой jOU  (j = 1,2). Уравнения этих прямых представим следующим образом:
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( )10 	
1 1

:PQs ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )221 1 1 1ca z w ca z ca w p q c a w+ + + = + + + + − ,

( )11 	 :jOU 2 0jz u z− = ( )1,2j = .
Из ( )9  получается, что

( ) ( ) ( ) ( )( ){
( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) }
( ) ( )( )( )( ) ( ) ( ) ( )

22

2 2 2 22 2

2 2 2 2

2 1 1

1 1 1 1 1 /

/ 1 1 1 1 1 .

j ju ca c a w p q c a w u

ca w pq c a ca w w p q ca w c a w

ca pq c a ca w p q c a w ca

 = + + + + + − − 

− + + + + − + − + − + −

 + + + + − + + + − + + 
Это равенство вставим в ( )11  и получим 

:jOU

( ) ( )( )( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ){
( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) }

2 2 2 2

2

2 2 2 22 2

1 1 1 1 1

1 1 1

1 1 1 1 1 0.

j

ca pq c a ca w p q c a w ca z

ca ca w p q c a w u

ca w pq c a ca w w p q ca w c a w z

 + + + + − + + + − + + + 

 + + + + + + − + 

+ + − + + − + + + + + − =

Последнее уравнение вместе с ( )10  приводит нас к равенству:

( )12 	

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) }
( ) ( ) ( )( )

2

2 2 2 22 2

2

2 1 1 1

1 1 1 1 1 /

/ 1 2 1 1 ,

j j

j

ca ca w p q w c a u

ca w pq c a ca w w p q ca w c a w

ca ca u c a w

ω  = + + + + − + − 

− + + + + − + − + − + −

 + + + + − 

( )12′ 	
( ) ( )( )( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

2 2 2 2

2

1 1 1 1 1 /

/ 1 2 1 1 .

j

j

ca pq c a ca w p q c a w ca

ca ca u c a w

ω  = + + + + − + + + − + + 
 + + + + − 

Так как наши ожидания такие, что центры 1Ω  и 2Ω  лежат на кривой вто-
рого порядка k′′ , то мы определяем эту кривую по пяти точкам. В ( )9  для w  
подставим следующие значения: w' = 1 и w'' = –1 . Получаем соответственные 
решения:
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( )( )2 2

1

1 1
1

p q i p q
u

pq
+ + − −

′ =
+ ,

( )( )2 2

2

1 1
1

p q i p q
u

pq
+ − − −

′ =
+ ,

( )( ) ( ) ( ){
( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) }
( ) ( )( )( ) ( ) ( )

2
1

2 2

2 2

2 2 2

4 1

1 1 2 1 1 2

1 1 2 1 1 2 /

/ 1 2 1 4 1 ,

u c a ca c a p q

i ca p c a ca p c a

ca q c a ca q c a

ca pq c a ca p q c a ca

′′ = + + − + + +

   + + + − + + − − + ×   

   × + + − + + − − +   

 + − + + + + + + + 
( )( ) ( ) ( ){

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) }
( ) ( )( )( ) ( ) ( )

2
2

2 2

2 2

2 2 2

4 1

1 1 2 1 1 2

1 1 2 1 1 2 /

/ 1 2 1 4 1 .

u c a ca c a p q

i ca p c a ca p c a

ca q c a ca q c a

ca pq c a ca p q c a ca

′′ = + + − + + +

   + + + − + + − − + ×   

   × + + − + + − − +   

 + − + + + + + + + 

Отсюда, ( )12  и ( )12′  находим центры

( )( )2 2

1

1 1
2

p q i p q
ω

+ + − −
′ = , 

( )( )2 2

2

1 1
2

p q i p q
ω

+ − − −
′ = ,

( ) ( )( ) ( ){
( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) }
( )

1

2 2

2 2

2

1 1 4

1 1 2 1 1 2

1 1 2 1 1 2 /

/2 1 ,

ca ca p q c a

i ca p c a ca p c a

ca q c a ca q c a

ca

ω′′  = − + + + − + + 

   + + + − + + − − + ×   

   × + + − + + − − +   

+

( ) ( )( ) ( ){
( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) }
( )

2

2 2

2 2

2

1 1 4

1 1 2 1 1 2

1 1 2 1 1 2 /

/2 1 .

ca ca p q c a

i ca p c a ca p c a

ca q c a ca q c a

ca

ω′′  = − + + + − + + 

   − + + − + + − − + ×   

   × + + − + + − − +   

+
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Так мы нашли четыре точки кривой k′′ . Нам нужна еще одна точка. Реше-
ние ( )9  при w i=  следующие:

( ) ( )( ) ( ){
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )}
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ){ }

1

2 22 2 2

2 22 2 2

1 1 2

1 2 1 1 1

1 2 1 1 1 /

/ 1 1 1 1 2 ,

u i ca ca p q c a

ca p c a ca p c a c a

ca q c a ca q c a c a

ca ca pq c a p q i ca p q c a

′′′  = + + + − + + 

+ + − + + + + − − − ×

× + − + + + + − − −

   + + + − + + + + + − +   

( ) ( )( ) ( ){
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )}
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ){ }

2

2 2ù

2 2ù

ù

1 2 1 1 1

1 2 1 1 1 /

/ 1 1 1 1 2 .

u i ca ca p q c a

ca p c a ca p c a c a

ca q c a ca q c a c a

ca ca pq c a p q i ca p q c a

′′′  = + + + − + − 

− + − + + + + − − − ×

× + − + + + + − − −

   + + + − + + + + + − +   
Из первого равенства, ( )12  и ( )12′  находим

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ){
( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )

ù 2 2 2 2 2 2
1

2 2 2

2 2

2 2ù

2 2ù

1 2 1 2 1 1 1

2 1 1 2 1 1

1 2 2 1

2 1 1 2

1 2 1 1 1

1 2 1 1 1

/ 1

ca p q c a ca p q pq c a ca p q

c a ca ca c a p q

ca c a c a ca

i ca ca p q c a

ca p c a ca p c a c a

ca q c a ca q c a c a

ca

ω′′′= − + + + + + + − − + + −

 − + + + − − − + − 

− + + + − + + +

 + + + + − + × 

× + − + + + + − − − ×

× + − + + + + − − −

+ ( )( ) ( )( ) ( ){
( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )}

2 2

2 2ù

2 2ù

1 1 1 2

ù

1 2 1 1 1

1 2 1 1 1 .

c a ca p q c a

c a ca ca pq c a p q

c a ca p c a ca p c a c a

ca q c a ca q c a c a

 − − + + − + − 

 − + + + + − + + + 

+ + × + − + + + + − − − ×

× + − + + + + − − −

В общем уравнении 2 2
11 12 22 13 23 33 0a z a zz a z a z a z a+ + + + + =  кривой 

второго порядка поставим вместо z  значения 1ω′ , 2ω′ , 1ω′′ , 2ω′′  и 1ω′′′ . По-
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лучается система пяти уравнений относительно неизвестных 11

33

a
a

, 12

33

a
a

, 22

33

a
a

, 

13

33

a
a

 и 23

33

a
a

. После решения этой системы получим, что искомая кривая имеет 

следующее уравнение
( )13 	 :k′′ 2 2 0A z B zz A z C z C z D′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′+ + + + + = ,
где

2( )c aA′ = +′ , ( )( ) ( )22 22 1 1 1B c a ca ′′ = − − − +  ,
( ) ( )( ) ( )( )2 1 1C c a ca pq c a p q′′  = + + + − + +  , 

( )( ) ( )( ) 2
1 1D ca pq c a p q′′  = + + − + +  .

Мы получили уравнение одной кривой, но это не значит, что эта кривая 
содержит центры всех окружностей 1k  и 2k . Убедимся, что это так. В левую 
частью ( )13  вместо z  и z  подставим jω  и jω  из ( )12  и ( )12′ . Получается 
выражение

( ) ( )( )( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )( )( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) }
( ) ( )( )

2 2 2 2

2 2 2 2 2

2

2 2 2 22 2

22

4 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

2 1 1

1 1 1 1 1 /

/ 2 1 1

j

j

j

ca pq c a ca w p q c a w ca

ca pq c a ca w p q c a w ca u

ca c a w p q c a w u

ca w pq c a ca w w p q ca w c a w

ca u w c a

 + + + + − + + + − + + × 

 × + + + + − + + + − + + − 

 − + + + + + − + 

+ + − + + − + + + + + −

 + + − + 

Из ( )9  следует, что второй множитель равен нулю. Следовательно, jω  
принадлежит k′′  для каждой jk ( )1,2j = .

Отсюда следует, что утверждение г) доказано.



562

Ксения Горская, Дарья Коптева, Асхат Ермекбаев, Арман Жетиру, Азат Бермухамедов, 
Салтанат Кошер, Лили Стефанова, Ирина Христова, Александра Йовкова

 

Сейчас поставим в ( )9  и ( )13  равенства z x iy= +  и z x iy= − . Эти урав-
нения перейдут соответственно в следующие:

( )14 	 :k′ ( ) ( ) ( ) ( )2 2Re 2 Re 2 2Re Re 0B A x B A y C x D′ ′ ′ ′ ′ ′+ + − + + = ,

( )15 	 :k′′ ( ) ( ) ( ) ( )2 2Re 2 Re 2 2Re Re 0B A x B A y C x D′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′+ + − + + = .

Отсюда получается, что прямая OT  (вещественная ось координатной си-
стемы) является фокальную осью для k′  и k′′ . Так доказано и утверждение д).

В этой задаче мы собрали все стартовые задачи. Получили пучок прямых, 
проходящих через постоянную точку T  – инвариант Болгарии. Потом инвари-
анты России оказались на одной окружность, центр которой назовем центром 
инвариантов России. Инварианты в задаче Казахстана мы нашли на одной кри-
вой второго порядка, центр которой назовем центром инвариантов Казахстана. 
Все центры инвариантов оказались на одной прямую. Если число t  изменится, 
точка T  (инварианта Болгарии) описывает прямую AC , тогда общая фокаль-
ная ось кривых k′  и k′′ , содержащая центр инвариантов Казахстана, переходит 
через постоянную точку – центр инвариантов России. Иначе фокальная ось кри-
вых k′  и k′′  проходит через постоянную для треугольника ABC  точку (центр 
описанной окружности). Это точка является инвариантной при перемещении 
точки T  по AC . Таким образом мы собрали три задачи в одну, при решении 
которой нашли один общий инвариант. Это и было целью проекта.
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THREE INVARIANTS IN ONE PROBLEM

Abstract. The paper presents results of the work of an international group of students 
in the frames of the realization of the research net project “Mathematical mosaic”. 
The results are obtained during investigations applying software products GeoGebra, 
Geometer’s Sketchpad and Maple. The method of the complex numbers is used for the 
proofs of the assertions.
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