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РЕШЕНИЯ НА ЗАДАЧИТЕ ОТ БРОЙ 3, 2011

Задача 1. Ако 516 −= kp , k ∈  е цяло положително число, да се докаже, че 
съществуват безброй много цели положителни числа x , y  и z , за които е изпъл-
нено равенството pzyx =−+ 222 .

Веселин Ненков, Бели Осъм

Решение (Светлозар Дойчев): Като използваме, че за произволно цяло число t  

е изпълнено равенството ( )[ ] ( )[ ] pkttkt =−−−+−− 22222 3824282 , виждаме, 

че тройката от цели числа ( )282 2 −−= ktx , 22ty = , ( )382 2 −−= ktz  е реше-
ние на уравнението.

Задача 2. Съществува ли такава линейна функция на пет променливи 
( ), , , ,f u w x y z , че за всеки триъгълник с радиуси на описаната, вписаната и 

трите външно вписани окръжности R , r , ar , br , cr  съответно, да е изпълнено 
( ), , , , 0a b cf R r r r r = .

Николай Белухов, Стара Загора

Решение (Николай Белухов): Да, съществува – такава е функцията 
4f u w x y z= + − − − . Това следва от известното равенство 4 a b cR r r r r+ = + + . 

Последното равенство може да се докаже по следния начин: 
Нека 1L  и 2L  са средите на дъгите ACB  и BA  на описаната за ABC∆  ок-

ръжност, а O , I , aI , bI  и cI  са обичайните означения за центровете на описа-
ната и вписаните окръжности за ABC∆ . Освен това с M  означаваме средата 
на AB , а с T , aT , bT  и cT  допирните точки на вписаните за ABC∆  окръж-
ности с правата AB . Тъй като a bI I A  и a bI I B  са правоъгълни триъгълници с 
обща хипотенуза a bI I , то 1L  е среда на отсечката a bI I . Следователно 1L M  е 
средна основа на трапеца a b b aI I T T  и затова ( )1

1
2 a bL M r r= + . Аналогично 2ML  

е отсечката свързваща средите на диагоналите на трапеца cITI M , откъдето 
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( )2
1
2 cML r r= −

 
. Сега от равен-

ствата 1 2 1 22R L L L M ML= = +  
следва, че 4 a b cR r r r r= + + − , 
което е еквивалентно с желаното 
равенство.
Бележка на автора: Задача-

та е съставена по задача Сангаку, 
твърдяща, че радиусът на описа-
ната окръжност на триъгълника, 
заграден от вторите външни до-
пирателни на външно вписани-
те окръжности на ABC∆  , има 
радиус на вписаната окръжност 

( )12
2 a b cR r r r r r+ = + + + .

Задача 3. Нека V  и kV  са съответно обемът на правилна n -ъгълна пирамида 

и обемът на вписаното в нея кълбо. Да се определи ъгъла между околната стена и 

основата на пирамидата, така че частното 
k

V
V

 да е най-малко.

Христо Лесов, Казанлък

Решение (Христо Лесов): Нека MP h=  е 
височината към основата на правилна n -ъгъл-
на пирамида, като P  е центъра на правилния n
-ъгълник, а 1K , 2K ,  , nK  са средите на стра-
ните му. Означаваме 1 2 1nPK PK PK r= = = =  
и 1 2 nMK P MK P MK P α= = =   . Центъ-
рът I  на вписаното кълбо лежи върху MP  и 

IP r=  е неговия радиус, а 2K I  е ъглополовяща 

на 2MK P . Обемът на кълбото е 34
3kV rπ= , а 
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за обема V  на пирамидата имаме 
1 2

1 .
3 nA A AV S h= 

 
. Тъй като 

1 2

2
1. .

nA A AS n r tg
n
π=

 
, 

а от правоъгълния триъгълник 2MPK  следва 1h rtgα= , то 3
13

nV r tg tg
n
π α= . 

Следователно 
3

1

4k

rV n tg tg
V n r

π α
π

⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎝ ⎠
. Тъй като от 2MPK∆  имаме 1

2
r cotg
r

α=
 
, 

то 
3

2.
4k

ntg cotgV n
V cotg

π α

π α
= . Остава да намерим най-малката стойност на израза 

2
cotg

A
cotg

α

α

3

=  за ( )0 ,90α ∈ ° ° , т.е. ( )0 ,45
2
α ∈ ° °  и 45 1

2
cotg cotgα > ° = . Тъй като 

2 1
2

2
2

cotg
cotg

cotg

α

α α

−
= , то 

4

2

1 2.
2 1

2

cotg
A

cotg

α

α=
−

. Полагаме 1
2

cotg tα = >  и разглеждаме 

функцията ( )
2

1
tf t

t
=

−
 за 1t > . Тъй като ( ) ( )22

4
1

t
f t

t
−

− =
−

, то ( ) 4f t ≥ , кое-

то показва, че най-малката стойност на ( )f t  е 4, а на A  – е 2 и се достига при 

2t = . Следователно най-малката стойност на 
k

V
V

 се получава при 2
2

cotg α =  

( )( )0 ,90α ∈ ° ° .


