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ОЩЕ ЕДНА ИДЕЯ ЗА РЕШАВАНЕ 
НА ТРИГОНОМЕТРИЧНИ УРАВНЕНИЯ

Диана Стефанова, Пламен Пенев

Резюме. В статията се използва експерименталната среда на Excel за про-
верка на идеи, хрумвания и догадки в проблемни ситуации, които възникват 
при решаването на тригонометрични уравнения.
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В училищния курс по математика се изучават тригонометрични уравнения. 
Нашият опит и практика показват, че с тези уравнения учениците се справят 
трудно. За целта предлагаме начин за преодоляване на тази ситуация, като из-
ползваме информационни технологии в обучението по математика, и по-специ-
ално възможностите на програмата Excel. Настоящата разработка за решаване 
на тригонометрични уравнения с компютър е направена така, че да се използва 
паралелно с традиционния начин за изучаване на тригонометрични уравнения. 
Темата се изучава само в профилирана подготовка по математика.

В Paskalev (2001) определението за тригонометрично уравнение е следно-
то: „Едно уравнение се нарича тригонометрично, ако неизвестното се съдър-
жа само под знака на тригонометрични функции“.

Тогава уравненията: 3cos(2 ) cos(3 )
3 3 3

x xπ π
+ − − =  и 2sin cos3 1x x− =  са 

тригонометрични уравнения по определение, а уравнението 
1sin 2
2

x x+ =  не е 

тригонометрично уравнение по това определение.
Решаването на тригонометрични уравнения се свежда до решаването на 

основните тригонометрични уравнения (таблица 1).
Свеждането на дадено тригонометрично уравнение до основни триго-

нометрични уравнения се осъществява по различни начини. А записът на 
решението може да стане чрез интервали или посочените в таблица 1 фор-
мули. При това невинаги се вижда от пръв поглед, че два такива записа са 
еквивалентни. Друг важен момент е, че в процеса на решаването могат да се 
появят чужди корени или пък да се изпуснат корени. За да се избегнат тези 
опасности, е необходимо правилно да се определи дефиниционната област 
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на уравнението и да се следи за еквивалентността на извършваните прео-
бразувания.

Напълно допустимо е решенията да се записват в градуси, въпреки че се пред-
почита да са в радиани, тъй като неизвестното се счита за число, а не за ъгъл. Греш-
но е в записа на решението да участват едновременно и градуси, и радиани. 

Тук ще се спрем на някои тригонометрични уравнения. Обособили сме ги 
в групи.

I група. Уравнения от вида: 
sin ( ) ,cos ( ) , tg ( ) ,cotg ( ) ,f x a f x a f x a f x a= = = =  където ( )f x  е алгеб-
рична функция на х.

Решаването на тези тригонометрични уравнения се свежда до решаването 
на алгебрични уравнения.

Например: ако ( ) ,f x cx b= +  то решаването на уравнението 
sin ( ) ,f x a= [ ]1,1∈ −  се свежда до решаването на алгебричните уравне-
ния 2cx b kα π+ = +  и 2 , ,cx b k k Zπ α π+ = − + ∈  след което получаваме, 

.к Z∈

Таблица 1

x

 

0a =

1a =

1a = −

sin x a=
[ ]1,1a∈ −

2 ;
2

x k
x k

α π
π α π

= +
= − +

,
2 2
π πα ⎡ ⎤∈ −⎢ ⎥⎣ ⎦
.к Z∈

x kπ=
.к Z∈

2
2

x kπ π= +

.к Z∈

2
2

x kπ π= − +

.к Z∈

cos x a=
[ ]1,1a∈ −

2
2

x k
x k

α π
α π

= +
= − +
[ ]0,α π∈

.к Z∈

2
x kπ π= +

.к Z∈

2x kπ=
.к Z∈

2x kπ π= +
.к Z∈

tgx a=

x kα π= +

,
2 2
π πα ⎡ ⎤∈ −⎢ ⎥⎣ ⎦

.к Z∈

x kπ=
.к Z∈

4
x kπ π= +

.к Z∈

4
x kπ π= − +

.к Z∈

cotg x a=

x kα π= +

[ ]0,α π∈

.к Z∈

2
x kπ π= +

.к Z∈

.к Z∈
4

x kπ π= +

.к Z∈

3
4

x kπ π= +
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че 
 

2 2, , 0.b k b kx x c
c c

α π π α π+ + + − +
= = ≠

 

Задача 1: да се реши уравнението 
3sin(3 ) .

6 2
x π
+ =  

Решение: използваме основното тригонометрично уравнение sin f(x) = a и 

получаваме 3 2 ,
6 3

x kπ π π+ = + 3 2 ,
6 3

x kπ ππ π+ = − +  след което окончател-

но намираме 
(1 12 )

18
kx π+

=
 
и 

(1 4 ) , .
6

kx k Zπ+
= ∈ .

Предлагаме решаване на задача 1 с помощта на програмата Excel.
1. В командното меню на „Модели“ въвеждаме уравнението в нормализи-

ран вид:

2. Избираме „Намиране на рационален корен“.
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Уравнението се пренася автоматично в работна клетка на Excel.

3. Натискаме бутон „Тригон“. В интервала от 150 до 3600се търси стойност 
в градуси за x, за която функцията се анулира.

В колонка Е получаваме смесване на две последователности от решения: 
030 , 0150 , 0270 … и 0130 , 0250 ..., изместени съответно една от друга на 020 .

4. Първа последователност проверяваме с „Графика“. За по-добро онагле-
дяване точките за х вземаме през 030 .
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5. По същия начин проверяваме втората последователност:

6. Периодът и в двата случая е 0 2120
3
π

= . Решенията в радиани вземаме от 

таблиците: 18
x π
=  + 2   

3
kπ и 

6
x π
=  + 2

3
k k Zπ

∈ . Резултатите не противоречат на 

алгебричните решения. Учениците добиват увереност и сами решават следва-
щите задачи от групата.

Задача 2: решете уравненията:

а) 3cos(3 ) ;
6 2

x π
+ = −  

б) 0 1cos(2 45 ) .
2

x + =

II група. Уравнения от вида [ ] [ ] [ ]1 1 1 2 2 2( ( )) . ( ( )) ... ( ( )) 0,n n nF f x F f x F f xϕ ϕ ϕ =
където fi  са алгебрични функции на x, ϕ са тригонометрични функции, а Fi са 
рационални функции (Милушева, 1993). Тук трябва да се има предвид след-
ното: областта на решенията на даденото уравнение е равна на сечението от 
областите на допустимите стойности на променливата за всеки от множите-
лите. Ще решим следващата задача.

Задача 3: да се реши уравнението: 3sin  (1 tg ) 0.x x+ =  
Решение: за уравнението 3sin  (1 tg ) 0     (1)x x+ =  определяме 

sin (1 ) / (2 1) , .
2x x tgxD D D R k k Zπ

+
⎡ ⎤= ∩ = + ∈⎢ ⎥⎣ ⎦

Решението на уравнение (1) се свежда до 
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решение на уравненията sin 0    (2)x =  и 1 tg 0    (3).x+ =  Решението на (1) е се-
чение от множеството Dx  и обединението на множеството от решения на (2) 
и (3), т. е. ,  ,  .

4
x k x k k Zππ π= = − + ∈

По аналогичен начин се постъпва при решаването на уравненията в задача 4.
Задача 4:
а) 7sin 2  (1 tg3 ) 0;x x+ =
б) sin  ( 3 cotg ) 0;x x− =
в) cos cos 2 (1 2sin 2 ) 0;x x x+ =
г) sin 5 sin 3 cos 6 cos 2 ;x x x x+ = −
д) 2sin 2 cos 0.x x− =
III група. Уравнения от вида:

2sin ( ) sin ( ) +c 0;a f x b f x+ =  2cos ( ) cos ( ) +c 0;a f x b f x+ =
2tg ( )  tg ( ) +c 0;a f x b f x+ =  2 cot g ( )  cotg ( ) +c 0.a f x b f x+ =

Решават се съответно чрез субституциите sin ( ) ( ),  cos ( ) ( ),f x y t f x y t= =
tg ( ) ( ),  cotg ( ) ( ).f x y t f x y t= =
Задача 5: решете уравненията:
а) 22sin 5sin 3 0;x x+ − =
Решаването на следващите уравнения ще става чрез универсална субституция:

2

2tg
2sin ,

1 tg
2

x

x x=
+

 
2

2

1 tg
2cos .

1 tg
2

x

x x

−
=

+
б) 3sin 2cos 1x x+ =  (след преобразуване се получава уравнението 
23tg 6tg 1 0);

2 2
x x
+ − =

в) sin cos 1;x x− =
г) 2 2sin 2 cos 3sin ;x x x+ =
д) 3sin 4cos 5.x x+ =

IV група. Хомогенни тригонометрични уравнения. Тези уравнения са от 
първа степен относно sin x  и cos ,x  т.е. sin cos 0.à x b x+ =

Решават се чрез деление на cos x  (или на sin x ). В резултат на деление-
то на cos x  (или на sin x ) се получава основно тригонометрично уравнение 

tg 0a x b+ =  (или cotg 0a x b+ = ).
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Тук ще посочим и хомогенни уравнения от втора степен:
2 2sin sin cos  +ccos 0.a x b x x x+ =

Делим уравнението на 2cos x  (или на 2sin x ) и получаваме 
2tg tg  +c 0a x b x+ =  или ccotg2 x + bcotg x + a = 0). 
Задача 6: решете уравненията:
а) 0 0sin(3 30 ) 3 cos(3 30 ) 0;x x+ − + =
б) 2 23sin 2sin cos cos 0;x x x x− − =
в) sin 3 3 cos3 ;x x=  
г) 1sin cos .

cos
x x

x
+ =

V група. Уравнения от вида:
sin cos ,à x b x c+ =  където a,b и c са коефициенти, различни от нула. 

Решаваме уравнението, като разделим на 2 2a b+  и полагаме 

2 2 2 2
sin ,cos .a b

a b a b
ϕ ϕ= =

+ +
Задача 7: да се реши уравнението 5sin 12cos 13sin 3 0.x x x− + =  
Решение: за да решим това уравнение, преобразуваме първите му два чле-

на, както следва: 

2 2

2 2 2 2

5 125 12 ( sin cos )
5 12 5 12

x x+ −
+ +

13(cos sin sin cos )x xϕ ϕ= −

13sin( ),x ϕ= −  където 12 5sin ,cos .
13 13

ϕ ϕ= =  След това уравнение-

то добива вида sin( ) sin 3 0,x xϕ− + =  или 2sin(2 )cos( ) 0
2 2

x xϕ ϕ
− + =  

и има решения ; , .
4 2 2 2

kx x k k Zϕ π π ϕ π= + = − + ∈  От 

0 '5cos 16 36
13

ϕ ϕ= ⇒ ≈ , т.е. уравнението има следните две групи решения: 

0 0 0' ' 016 50 .90 ; 33 43 (2 1).90 , .x k x k k Z≈ + ≈ − + + ∈

Това уравнение се оказва трудно за решаване по посочения начин, затова провеж-
даме експрименти с Excel. Използваме схемата, описана при решаването на задача 1.

1. 
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2. 

3. След натискане на „Тригон“ наблюдаваме, че в интервала от 015  до 0360
не е открит рационален корен в градуси.

4. Търсим приближени корени по чисто графичен метод. Построяването на 
чертеж е автоматизирано. Достатъчно е да въведем начало и стъпка на разби-
ване на интервал. Графика на функцията в интервала от 090−  до 090+ :

Виждаме, че в указания интервал функцията сменя знака си три пъти. Детайли-
зираме стойностите за всяка смяна. Обграждаме локализирането на всеки корен.

a) 
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б)  

Разликата между стойностите на намерените корени в т.а и т.б е 900, т.е. 
периодът е 090

2
π

= .

в)   

Наклонът на линията в този случай ни позволява да предположим, че ло-
кализираният корен е от друга последователност (извадките в т.а, т.б. и т.в са 
равнопоставени по обем). Периодът може да се уточни чрез експериментира-
не с обхвата на независимата променлива. Нека отбележим, че допълнително 
се извежда и линейният тренд в изследвания участък – обстоятелство, което 
може да се използва за приближени изчисления.

Задача 8: решете уравненията:
а) sin 3 cos 1;x x− =
б) sin 3 3 cos3 3.x x− = −
На учениците, обособени в групи, бе поставена самостоятелна работа да 

решат задачите от II, III и IV група по двата начина.
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VI група. Тригонометрични уравнения с параметър.
Задача 9:
а) за кои стойности на параметъра а уравнението 

sin 2 2 2 (sin cos ) 1 4 0x a x x a− − + − =  има решение в интервала ,
4 2
π π⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

; 

Решение: след преобразуване уравнението приема вида 

2 2(sin cos ) 4 (1 (sin cos )) 0
2

x x a x x+ − + − =  или 2 22sin ( ) 8 sin ( ) 0,
4 2 8

xx aπ π
+ − + =

т.е. sin( ) 0
2 8
x π
+ =  (което няма корен в интервала ,

4 2
π π⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

) 2è cos ( ) .
2 8
x àπ
+ =  За 

да има решение в интервала ,
4 2
π π⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

, трябва ъгълът 
4

x π
+  да е в интервала 

3,
2 4
π π⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

, т.е. 3cos 2 1 cos
4 2

àπ π
≤ − ≤  и така намираме, че 2 2 1;

4 2
à

⎡ ⎤−
∈⎢ ⎥
⎣ ⎦

;

б) за кои стойности на параметъра а уравнението 

(1 )cos 2 2(1 2 )sin 3 0a x a x a− + − + + =  има решение;
в) да се реши уравнението: sin 3 sin 2 sin .x x m x+ =
г) за кои стойности на параметъра p уравнението

( 1)cos +( +1)sin 2 =0p x p x p− −  има рационални корени? Намерете тези ко-
рени.
Решение: използваме универсалната субституция и преобразуваме урав-

нението до: 2 (3 1)tg 2( +1)tg + +1=0.
2 2
x xp p p− −  След  това получаваме, че при 

1p = − , 0 00 360 ;x k= +  и при 1p = , 0 090 360 ,x k k Z= + ∈ .
Нека отново използваме възможностите на програмата Excel и решим 

уравнението от г).
1. 

2. 
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3. След натискане на „Старт“ получаваме две решения:

4. С „Графика“ от работните уравнения уточняваме периодите.

a) 

б) 
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Графичното решение на задачата потвърждава алгебричното: 
при 1p = − , 0 00 360 ;x k= +  при 1p = , 0 090 360 ,x k k Z= + ∈ .

Използването на програмата Excel в тази тема дава възможност за:
– ориентиране в спецификата на тригонометричните уравнения;
– даване на насоки за търсене на алгебрично решение и проверка на 
получени резултати;
– разнообразяване на работата в клас;
– събуждане на интереса на учениците към математиката;
– активизиране дейността на учениците;
– демонстрация на техники за автоматизиране на процеса на решаване 
на тригонометрични уравнения.
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ONE MORE IDEA 
TO SOLVE TRIGONOMETRIC EQUATIONS

Abstract. The experimental environment Excel is used in the paper to check 
ideas, occurring and guesses in problem situations, which appear in solving trig-
onometric equations. 
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