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Резюме. Показани са приложения на вероятностния метод в комби-
наторни задачи. В повечето източници конструирането на вероятностно
пространство е естествено и тривиално и като следствие се доказва съ-
ществуване на определени обекти. Акцентът тук е върху конструиране
на подходящо вероятностно пространство. В една от задачите процесът
е дори обратен – вероятностни свойства на обекти ни водят до пост-
рояване на пример за вероятностно пространство – конструкция, която
всъщност се търси. Разгледани са три приложения на метода – две за-
дачи от тазгодишни български състезания: областен кръг НОМ 2025,
задача 10.3 и НЗМС 2025, задача 10.3, която е обобщена, както и зада-
ча 5 от МОМ 2023. На авторите не е известно решение на последната,
използващо такъв подход.

Ключови думи: комбинаторика; вероятностен метод; вероятностно
пространство; олимпиадни задачи; Национална олимпиада по матема-
тика; Международна олимпиада по математика

1. Въведение
В тази статия прилагаме така известния „вероятностен подход“ за ре-

шаването на няколко комбинаторни задачи от престижни състезания. То-
зи метод започва системно да се прилага от Пол Ердьош в средата на ми-
налия век (Erdös 1961; Erdös 1973). Става популярен, тъй като с помощта
на методи от теория на вероятностите лесно са били решени някои отво-
рени по онова време проблеми. Така например е получена добра долна
граница на числото на Рамзи R(k, k) > 2k/2−1, представена от Ердьош в
(Erdös 1947).

Основните методи, използвани при прилагане на вероятностния под-
ход в комбинаторни задачи, са два.

• Ако вероятността дадена конфигурация да се случи, е положителна,
то има ситуация, в която конфигурацията е налице.

• Ако математическото очакване на случайната величина X е m, то
X приема както поне една стойност, по-голяма или равна на m, така и
поне една стойност, по-малка или равна на m.
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Тези два подхода могат да се прилагат, когато искаме да докажем
съществуване на обект с определени свойства. При първия подход, ако
успеем да интерпретираме комбинаторната ситуация като вероятностно
пространство, в което появяването на обекта има положителна вероят-
ност, то това означава, че такъв съществува. При втория подход свойс-
твото на обекта е реална величина, която може да бъде измерена. Ако
лесно може да намерим ”усреднената” стойност m на тази величина (ма-
тематическото очакване), то това доказва съществуване на обекти, за ко-
ито тази стойност е по-голяма или равна на m, както и такива, за които
стойността е по-малка или равна на m.

Има и по-сложни техники, но тези два стохастични подхода са масово
използвани. Основното им предимство е неявното конструиране на при-
мери и контрапримери, за разлика от детерминистичните подходи, което
често води до по-кратки и елегантни решения на комбинаторните задачи.

За по-обстойно запознаване с прилагането на вероятностния метод в
oлимпиадни комбинаторни задачи, бихме препоръчали (Chen, Evan 2014)
и (Loh, Po-Shen 2010). За по-напреднали читатели книгата (Alon, N,.
Spencer J. 2008) е едно задълбочено изследване.

Тази статия е предназначена за ученици, които се занимават актив-
но с олимпиадна математика, както и за учители, които водят школи с
тази насоченост, защото ще им донесе нов опит. Считаме, че това ще е
интересно и на всички, които обичат математика.

Структурата на текста е, както следва. В раздел 2 започваме с някои
основни понятия от теория на вероятностите, представяйки накратко не-
обходимата теория. Като илюстрации, в раздел 3 са решени две задачи,
давани на национални български състезания през тази година – задача
10.3 от Националното зимно математическо състезание (НЗМС) и зада-
ча 10.3. от областния кръг на Националната олимпиада по математика
(НОМ), а в раздел 4 е решена задача 5 от Международната олимпиада
по математика (МОМ) през 2023.

2. Дефиниции и свойства
За пълнота, тук изброяваме накратко основните понятия, които ще

ползваме във втората част на статията. Изчерпателно изложение на те-
мата може да се намери във (Feller 1991).

Дефиниция. Крайно вероятностно пространство е двойката (Ω, P )
където Ω = ∪n

i=1{ωi} е множество от краен брой обекти ωi, 1 ≤ i ≤ n,
наричани елементарни събития, а P : Ω → [0, 1] се нарича вероятностна

мярка, за която
n∑

i=1

P (ωi) = 1.

Гледаме на P (ω), ω ∈ Ω като вероятността да се случи елементарното
събитие ω.

Всяко подмножество A на Ω наричаме събитие. Вероятността да се
случи събитието A, е равна на сумата на вероятностите на елементарните
събития, от които се състои A, т.е. P (A) =

∑
ω∈A P (ω).

Две събития A и B се наричат независими, когато
P (A ∩B) = P (A) · P (B).

Вероятността да се случи събитието B, при условие че вече се е случило
събитието A, наричаме условна вероятност и бележим с P (B | A).
В сила е

P (B | A) = P (A ∩B)

P (A)
.

Дефиниция. Нека е дадено крайно вероятностно пространство (Ω, P ).
Функцията X : Ω → R наричаме случайна величина.

В дискретния случай вероятността случайната величина X да приема
определена стойност x ∈ R, е равна на

P (X = x) = P ({ω : ω ∈ Ω, X(ω) = x}).
Да отбележим, че X приема само краен брой стойности, тъй като еле-

ментарните събития в Ω са краен брой.

Забележка. Тъй като тук разглеждаме само комбинаторни конфигу-
рации от краен брой обекти, съответните вероятностни пространства са
крайни и горната дефиниция напълно ни удовлетворява. В общия слу-
чай, възможните събития не са всичките подмножества на Ω, а само част
от тях. Тази фамилия F от подмножества на Ω трябва да е затворена
по отношение на вземане на допълнение на множество в F , както и по
отношение на обединение на изброим брой елементи на F . Такава фа-
милия се нарича σ алгебра, а множествата в нея се наричат измерими.
Вероятностната мярка е дефинирана само върху измеримите множества.
Случайната величина в този случай не е каква да е функция X : Ω → R,
а трябва да е измерима функция, т.е. X−1

(
(a, b)

)
∈ F за всеки отворен

интервал (a, b).

Сума и произведение на две случайни величини X,Y , дефинирани в
едно и също вероятностно пространство, са случайните величини X + Y
и X · Y , дефинирани по естествен начин като

(X + Y )(ω) := X(ω) + Y (ω), ∀ ω ∈ Ω,

(X · Y )(ω) := X(ω) · Y (ω), ∀ ω ∈ Ω.

Умножение на случайна величина X с реално число a ∈ R се дефинира
като (aX)(ω) := aX(ω).
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Дефиниция. Нека е дадена случайната величина X, която приема
стойности от множеството {x1, x2, . . . , xm}. Математическо очакване на
X, означавано с E[X], се дефинира по следния начин

E[X] :=
n∑

j=1

xjP (X = xj).

Пример. Хвърляме зар. В този случай Ω се състои от обединението
на 6 елементарни събития, а именно: възможните резултати от хвърля-
нето. Вероятностната мярка P приема стойност 1/6 за всяко от тях. Нека
случайната величина X е равна на броя точки, които се падат. Множес-
твото от стойности, които X приема, е {1, 2, . . . , 6}. Вероятността X да
приеме стойност j, 1 ≤ j ≤ 6, е 1/6. Следователно

E[X] =

6∑
j=1

jP (X = j) =
6∑

j=1

j
1

6
=

7

2
.

Забележете, че ако E(X) = m, то X приема стойности, по-големи или
равни на m, както и по-малки или равни на m. Това наблюдение има
голямо приложение, както ще видим.

Свойство 1. (Линейност на очакването) Нека X1, X2, . . . , Xn са слу-
чайни величини и a1, a2, . . . an ∈ R. Изпълнено е

E[a1X1 + a2X2 + · · ·+ anXn] = a1E[X1] + · · ·+ anE[Xn].

3. Приложения в национални състезания

Задача 3.1 (Областен кръг НОМ 2025, 10.3). Аделина и Борис играят
турнир от k мача по тенис на маса, където k е естествено число. Всеки
мач се състои от по 2025 гейма, номерирани 1, 2, . . . , 2025. Във всеки
гейм има победител. За всеки мач има картонче, на едната страна
на което се записват номерата на геймовете, спечелени от Аделина,
а на другата – спечелените от Борис. Да се намери най-малкото k,
за което е сигурно, че в края на турнира всички k картончета могат
да се поставят на масата така, че всяко от числата 1, 2, . . . , 2025 да
присъства върху лицевата страна на поне едно картонче.

Решение. Да заменим в условието 2025 с n и нека X = {1, 2, . . . , n}.
Имаме k картончета и на едната страна на i-тото от тях е записано мно-
жество Ai ⊆ X, а на другата му страна – множеството X \ Ai. Искаме
така да обърнем картончетата, че обединението на множествата на лице-
вата им страна да е X. Нека K е най-малкото k ∈ N, за което това винаги
може да се направи. Ще докажем, че K = ⌊log2 n⌋+ 1.

Първо ще покажем, че K ≤ ⌊log2 n⌋ + 1. Нека вземем k ∈ N такова,
че 2k > n. Нека обърнем всяко картонче на една от двете му страни
с вероятност 1

2 (независимо едно от друго). За всяко i = 1, 2, . . . , n да
означим с θi случайната величина, която е 0, когато числото i се среща
на някое картонче, и 1, ако не се среща на никое. Тогава P(θi = 1) = 2−k,
така че за математическото очакване на θi имаме E[θi] = 2−k.

Нека θ =

n∑
i=1

θi. От Свойство 1, следва че

E[θ] =
n∑

i=1

E[θi] =
n

2k
< 1.

Тъй като θ приема само цели неотрицателни стойности, значи има съби-
тие (разположение на картончетата), за което θ = 0. При това разполо-
жение всяко число от X се среща на лицeвата страна на някое картонче.
Следователно K ≤ ⌊log2 n⌋+ 1.

Нека сега покажем, че в случай, когато 2k ≤ n, съществуват множества
Ai ⊂ X, така че B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bk ̸= X за всеки избор на Bi да бъде или
Ai или X \Ai, i = 1, 2, . . . , n. Това е еквивалентно на

B1 ∩B2 ∩ · · · ∩Bk ̸= ∅ (1)

за всеки такъв избор на Bi. Достатъчно е да докажем, че такива множес-
тва Ai съществуват в случая n = 2k. Наистина, множествата Ai, които
вършат работа за n = 2k, ще свършат работа и при n > 2k, тъй като (1)
ще продължава да е в сила.

Да разгледаме множеството от елементарни събития
Ω := {(b1, b2, . . . , bk) : bi ∈ {0, 1}, 1 ≤ i ≤ k}

и нека всеки елемент има равна вероятност. Нека разгледаме събитията
Ai := {b = (b1, b2, . . . , bk) ∈ Ω : bi = 1}. Очевидно P(Ai) = P(Ai) = 1/2 и
Ai, i = 1, 2, . . . , k са независими. Да вземем събития Bi, където за всяко
i = 1, 2, . . . , n, Bi е или Ai, или Ai. От казаното следва

P(B1 ∩B2 ∩ · · · ∩Bk) = P(B1)P(B2) · · ·P(Bk) = 2−k ̸= 0.

Това доказва (1), откъдето K > ⌊log2 n⌋. □
Има разнообразни подходи за доказателството на K ≤ ⌊log2 n⌋ + 1.

Най-ефективният сред тях е навярно използването на лаком (greedy) ал-
горитъм, където обръщаме карта след карта така, че на всяка стъпка
поне половината от липсващите до момента числа да са откъм лицевата
страна на последната обърната карта. Също така, има и конструктивен
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Дефиниция. Нека е дадена случайната величина X, която приема
стойности от множеството {x1, x2, . . . , xm}. Математическо очакване на
X, означавано с E[X], се дефинира по следния начин

E[X] :=
n∑

j=1

xjP (X = xj).

Пример. Хвърляме зар. В този случай Ω се състои от обединението
на 6 елементарни събития, а именно: възможните резултати от хвърля-
нето. Вероятностната мярка P приема стойност 1/6 за всяко от тях. Нека
случайната величина X е равна на броя точки, които се падат. Множес-
твото от стойности, които X приема, е {1, 2, . . . , 6}. Вероятността X да
приеме стойност j, 1 ≤ j ≤ 6, е 1/6. Следователно

E[X] =

6∑
j=1

jP (X = j) =
6∑

j=1

j
1

6
=

7

2
.

Забележете, че ако E(X) = m, то X приема стойности, по-големи или
равни на m, както и по-малки или равни на m. Това наблюдение има
голямо приложение, както ще видим.

Свойство 1. (Линейност на очакването) Нека X1, X2, . . . , Xn са слу-
чайни величини и a1, a2, . . . an ∈ R. Изпълнено е

E[a1X1 + a2X2 + · · ·+ anXn] = a1E[X1] + · · ·+ anE[Xn].

3. Приложения в национални състезания

Задача 3.1 (Областен кръг НОМ 2025, 10.3). Аделина и Борис играят
турнир от k мача по тенис на маса, където k е естествено число. Всеки
мач се състои от по 2025 гейма, номерирани 1, 2, . . . , 2025. Във всеки
гейм има победител. За всеки мач има картонче, на едната страна
на което се записват номерата на геймовете, спечелени от Аделина,
а на другата – спечелените от Борис. Да се намери най-малкото k,
за което е сигурно, че в края на турнира всички k картончета могат
да се поставят на масата така, че всяко от числата 1, 2, . . . , 2025 да
присъства върху лицевата страна на поне едно картонче.

Решение. Да заменим в условието 2025 с n и нека X = {1, 2, . . . , n}.
Имаме k картончета и на едната страна на i-тото от тях е записано мно-
жество Ai ⊆ X, а на другата му страна – множеството X \ Ai. Искаме
така да обърнем картончетата, че обединението на множествата на лице-
вата им страна да е X. Нека K е най-малкото k ∈ N, за което това винаги
може да се направи. Ще докажем, че K = ⌊log2 n⌋+ 1.

Първо ще покажем, че K ≤ ⌊log2 n⌋ + 1. Нека вземем k ∈ N такова,
че 2k > n. Нека обърнем всяко картонче на една от двете му страни
с вероятност 1

2 (независимо едно от друго). За всяко i = 1, 2, . . . , n да
означим с θi случайната величина, която е 0, когато числото i се среща
на някое картонче, и 1, ако не се среща на никое. Тогава P(θi = 1) = 2−k,
така че за математическото очакване на θi имаме E[θi] = 2−k.

Нека θ =

n∑
i=1

θi. От Свойство 1, следва че

E[θ] =
n∑

i=1

E[θi] =
n

2k
< 1.

Тъй като θ приема само цели неотрицателни стойности, значи има съби-
тие (разположение на картончетата), за което θ = 0. При това разполо-
жение всяко число от X се среща на лицeвата страна на някое картонче.
Следователно K ≤ ⌊log2 n⌋+ 1.

Нека сега покажем, че в случай, когато 2k ≤ n, съществуват множества
Ai ⊂ X, така че B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bk ̸= X за всеки избор на Bi да бъде или
Ai или X \Ai, i = 1, 2, . . . , n. Това е еквивалентно на

B1 ∩B2 ∩ · · · ∩Bk ̸= ∅ (1)

за всеки такъв избор на Bi. Достатъчно е да докажем, че такива множес-
тва Ai съществуват в случая n = 2k. Наистина, множествата Ai, които
вършат работа за n = 2k, ще свършат работа и при n > 2k, тъй като (1)
ще продължава да е в сила.

Да разгледаме множеството от елементарни събития
Ω := {(b1, b2, . . . , bk) : bi ∈ {0, 1}, 1 ≤ i ≤ k}

и нека всеки елемент има равна вероятност. Нека разгледаме събитията
Ai := {b = (b1, b2, . . . , bk) ∈ Ω : bi = 1}. Очевидно P(Ai) = P(Ai) = 1/2 и
Ai, i = 1, 2, . . . , k са независими. Да вземем събития Bi, където за всяко
i = 1, 2, . . . , n, Bi е или Ai, или Ai. От казаното следва

P(B1 ∩B2 ∩ · · · ∩Bk) = P(B1)P(B2) · · ·P(Bk) = 2−k ̸= 0.

Това доказва (1), откъдето K > ⌊log2 n⌋. □
Има разнообразни подходи за доказателството на K ≤ ⌊log2 n⌋ + 1.

Най-ефективният сред тях е навярно използването на лаком (greedy) ал-
горитъм, където обръщаме карта след карта така, че на всяка стъпка
поне половината от липсващите до момента числа да са откъм лицевата
страна на последната обърната карта. Също така, има и конструктивен
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подход1 при който в явен вид се дава работещо поставяне на база мно-
жествата, изписани от двете страни на картите. Лакомият подход не да-
ва ясни идеи как да се реши K > ⌊log2 n⌋, докато представеното по-горе
решение, както и конструктивният подход помагат за атакуването и на
долната граница. И в двата случая извеждането на долната граница е
чрез допускане на противното, като при конструктивния подход за всяко
поставяне явно се извежда номер, който няма да присъства върху лице-
вата страна на нито една от картите, докато при вероятностния подход
това липсва. Последното прави вероятностния подход по-интуитивен, тъй
като благодарение на него директно решаваме поставената задача, без да
е необходимо да разширяваме фокуса на изследванията и да анализираме
допълнителни причинно-следствени връзки от условието.

Да разгледаме още една задача от тази година, която илюстрира пол-
зите от теорията на вероятностите при решаване на олимпийски задачи.

Задача 3.2 (НЗМС 2025, 10.3). Във връзка с формирането на редовно
правителство, Президентът поканил всичките 240 депутати на три
отделни консултации, като всеки депутат участвал в точно една кон-
султация и на всяка от консултациите присъствал поне един депу-
тат.

Предстои да се проведат разговори между двойки депутати за об-
съждане на консултациите. Възможно ли е те да се проведат така, че
да съществува цяло неотрицателно число k такова, че за всеки двама
депутати, участвали в различни консултации, да има точно k депута-
ти, участвали в останалата консултация, с които всеки от двамата
да разговаря, и точно k депутати, участвали в останалата консулта-
ция, с които никой от двамата да не разговаря?

Да се намерят всички възможни стойности на k.
Ето същата задача, но формулирана с езика на теория на графите.

Задача 3.3 Даден е триделен граф G(A1, A2, A3), за който е изпъл-
нено условието |A1 ∪ A2 ∪ A3| = 240. За всяка пермутация (i1, i2, i3) на
числата (1, 2, 3) и всеки два върха x ∈ Ai1 , y ∈ Ai2 е известно, че има
точно k върха в Ai3 , които са едновременно свързани с x и y, и точно k
върха в Ai3 , които едновременно не са свързани с x и y. Да се намерят
всички възможни стойности на k.

Това, което трябва да направим, е да ограничим стойностите на k, за
които такъв граф би могъл да съществува, след което да посочим при-
мер, т.е. направим конструкция на граф, удовлетворяващ всички изиск-
вания, посочени в условието. За първата част теория на вероятностите
не е нужна, но ще видим, че за примера тя значително улеснява мотива-
цията какво да търсим.

Нека оцветим всички ребра на G в червено, след което да прекара-
ме всички останали ребра и да ги оцветим в синьо. Според условие-
то, както и да изберем два върха от два различни дяла, вероятността
връх от третия дял да е свързан с червени ребра с първите два вър-
ха, е равна на вероятността да е свързан със сини ребра с всеки от тях.
Да изберем за вероятностно пространство всевъзможните тройки върхо-
ве (a1, a2, a3), ai ∈ Ai, 1 ≤ i ≤ 3, като всяка такава тройка има еднаква
вероятност да бъде избрана. Да оценим сега вероятността избрана тройка
∆ := (a1, a2, a3) да е едноцветен триъгълник. Имаме

P(∆ е едноцветен ) =

= P(a1a2 е червен )P(a1a3, a2a3 са червени | a1a2 е червен)
+P(a1a2 е син )P(a1a3, a2a3 са сини | a1a2 е син)

= P(a1a2 е червен )
k

|A3|
+P(a1a2 е син )

k

|A3|
=

k

|A3|
.

По същия начин се получава, че

P(∆ е едноцветен ) =
k

|A1|
=

k

|A2|
,

откъдето следва, че |A1| = |A2| = |A3| = 80. Да означим p := k/|A1|.
Тогава вероятността ∆ да е едноцветен триъгълник, е равна на p, а ве-
роятността да не е едноцветен, е равна на 1− p.

Нека сега оценим по друг начин вероятността триъгълникът ∆ да не е
едноцветен. В този случай две от страните са оцветени в цвят, различен
от третата страна. Тази „трета“ страна може да бъде всяка от страните
a1a2, a1a3, a2a3, като тези три събития са взаимно изключващи се. Ве-
роятността двете ребра a1a3 и a2a3 да са оцветени в цвета, различен от
цвета на a1a2, е точно p, така че вероятността триъгълникът ∆ да не е
едноцветен, е равна на 3p.

И така 3p = 1− p, което дава p = 1/4. Следователно k = 20.
Остава да дадем пример на граф, удовлетворяващ условията за k = 20.

Да си представим, че съществува подходящо вероятностно пространство,
в което, като вземем произволен триъгълник ∆, вероятността коя да е от
страните да е оцветена в синьо, съответно червено, е равна на 1/2 и тези
три събития са независими. Тогава вероятността две фиксирани страни
на ∆ да са в даден цвят, е 1/4. Планът е следният:

1) построяваме такова вероятностно пространство;
2) правим го еквивалентно на пълен триделен граф с еднакъв брой

върхове във всеки дял, на който ребрата са оцветени в два цвята, като
всеки връх на ∆ се избира от съответния дял еднакво вероятно и неза-
висимо от другите.
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подход1 при който в явен вид се дава работещо поставяне на база мно-
жествата, изписани от двете страни на картите. Лакомият подход не да-
ва ясни идеи как да се реши K > ⌊log2 n⌋, докато представеното по-горе
решение, както и конструктивният подход помагат за атакуването и на
долната граница. И в двата случая извеждането на долната граница е
чрез допускане на противното, като при конструктивния подход за всяко
поставяне явно се извежда номер, който няма да присъства върху лице-
вата страна на нито една от картите, докато при вероятностния подход
това липсва. Последното прави вероятностния подход по-интуитивен, тъй
като благодарение на него директно решаваме поставената задача, без да
е необходимо да разширяваме фокуса на изследванията и да анализираме
допълнителни причинно-следствени връзки от условието.

Да разгледаме още една задача от тази година, която илюстрира пол-
зите от теорията на вероятностите при решаване на олимпийски задачи.

Задача 3.2 (НЗМС 2025, 10.3). Във връзка с формирането на редовно
правителство, Президентът поканил всичките 240 депутати на три
отделни консултации, като всеки депутат участвал в точно една кон-
султация и на всяка от консултациите присъствал поне един депу-
тат.

Предстои да се проведат разговори между двойки депутати за об-
съждане на консултациите. Възможно ли е те да се проведат така, че
да съществува цяло неотрицателно число k такова, че за всеки двама
депутати, участвали в различни консултации, да има точно k депута-
ти, участвали в останалата консултация, с които всеки от двамата
да разговаря, и точно k депутати, участвали в останалата консулта-
ция, с които никой от двамата да не разговаря?

Да се намерят всички възможни стойности на k.
Ето същата задача, но формулирана с езика на теория на графите.

Задача 3.3 Даден е триделен граф G(A1, A2, A3), за който е изпъл-
нено условието |A1 ∪ A2 ∪ A3| = 240. За всяка пермутация (i1, i2, i3) на
числата (1, 2, 3) и всеки два върха x ∈ Ai1 , y ∈ Ai2 е известно, че има
точно k върха в Ai3 , които са едновременно свързани с x и y, и точно k
върха в Ai3 , които едновременно не са свързани с x и y. Да се намерят
всички възможни стойности на k.

Това, което трябва да направим, е да ограничим стойностите на k, за
които такъв граф би могъл да съществува, след което да посочим при-
мер, т.е. направим конструкция на граф, удовлетворяващ всички изиск-
вания, посочени в условието. За първата част теория на вероятностите
не е нужна, но ще видим, че за примера тя значително улеснява мотива-
цията какво да търсим.

Нека оцветим всички ребра на G в червено, след което да прекара-
ме всички останали ребра и да ги оцветим в синьо. Според условие-
то, както и да изберем два върха от два различни дяла, вероятността
връх от третия дял да е свързан с червени ребра с първите два вър-
ха, е равна на вероятността да е свързан със сини ребра с всеки от тях.
Да изберем за вероятностно пространство всевъзможните тройки върхо-
ве (a1, a2, a3), ai ∈ Ai, 1 ≤ i ≤ 3, като всяка такава тройка има еднаква
вероятност да бъде избрана. Да оценим сега вероятността избрана тройка
∆ := (a1, a2, a3) да е едноцветен триъгълник. Имаме

P(∆ е едноцветен ) =

= P(a1a2 е червен )P(a1a3, a2a3 са червени | a1a2 е червен)
+P(a1a2 е син )P(a1a3, a2a3 са сини | a1a2 е син)

= P(a1a2 е червен )
k

|A3|
+P(a1a2 е син )

k

|A3|
=

k

|A3|
.

По същия начин се получава, че

P(∆ е едноцветен ) =
k

|A1|
=

k

|A2|
,

откъдето следва, че |A1| = |A2| = |A3| = 80. Да означим p := k/|A1|.
Тогава вероятността ∆ да е едноцветен триъгълник, е равна на p, а ве-
роятността да не е едноцветен, е равна на 1− p.

Нека сега оценим по друг начин вероятността триъгълникът ∆ да не е
едноцветен. В този случай две от страните са оцветени в цвят, различен
от третата страна. Тази „трета“ страна може да бъде всяка от страните
a1a2, a1a3, a2a3, като тези три събития са взаимно изключващи се. Ве-
роятността двете ребра a1a3 и a2a3 да са оцветени в цвета, различен от
цвета на a1a2, е точно p, така че вероятността триъгълникът ∆ да не е
едноцветен, е равна на 3p.

И така 3p = 1− p, което дава p = 1/4. Следователно k = 20.
Остава да дадем пример на граф, удовлетворяващ условията за k = 20.

Да си представим, че съществува подходящо вероятностно пространство,
в което, като вземем произволен триъгълник ∆, вероятността коя да е от
страните да е оцветена в синьо, съответно червено, е равна на 1/2 и тези
три събития са независими. Тогава вероятността две фиксирани страни
на ∆ да са в даден цвят, е 1/4. Планът е следният:

1) построяваме такова вероятностно пространство;
2) правим го еквивалентно на пълен триделен граф с еднакъв брой

върхове във всеки дял, на който ребрата са оцветени в два цвята, като
всеки връх на ∆ се избира от съответния дял еднакво вероятно и неза-
висимо от другите.
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Нека
Ω := {∆ = (a1, a2, a3; c1, c2, c3) : ai ∈ Ai, ci ∈ {0, 1}, i = 1, 2, 3},

където (a1, a2, a3) интерпретираме като триъгълник, а c1, c2, c3 – като цве-
товете съответно на страните a2a3, a1a3 и a1a2 (0 – червено, 1 – синьо).
На всеки елемент на Ω присвояваме една и съща вероятност. Забележете,
че c1, c2, c3 са обвързани със страните на триъгълника, а не с върхове-
те му. За да ги обвържем с върховете, ще въведем ново множество от
елементарни събития,

Ω′ := {∆ = (a1, a2, a3; ε1, ε2, ε3) : ai ∈ Ai, εi ∈ {0, 1}, i = 1, 2, 3}.
В този случай считаме, че aiaj е оцветен в червено, ако εi = εj , и в синьо,
ако εi ̸= εj . Горният запис може да бъде и във вида:

Ω′ := {∆ = (a1, ε1; a2, ε2; a3, ε3) : ai ∈ Ai, εi ∈ {0, 1}, i = 1, 2, 3}.
Това ни навежда на мисълта, че на елементите от Ω′ може да гледаме
като на двоични низове, единият бит на които е предназначен да определя
цвета. Сега трябва да съобразим, че този бит за съответните елементи от
A1, A2 и A3 не може да бъде на една и съща позиция, защото тогава от
ε1 = ε2 и ε2 = ε3 следва ε1 = ε3, т.е. ако a1a2 и a2a3 са от един и същи
цвят, то и a1a3 ще е в същия цвят и съответните събития няма да са
независими.

Нека A := {(x, y, z) : x, y, z ∈ {0, 1}} и A1 = A2 = A3 = A. Два елемента
a1 = (x1, y1, z1) ∈ A1 и a2 = (x2, y2, z2) ∈ A2 са свързани с червено ребро,
ако z1 = z2, а в противен случай са свързани със синьо ребро. Аналогично,
a1 = (x1, y1, z1) ∈ A1 и a3 = (x3, y3, z3) ∈ A3 са свързани с червено ребро
само ако y1 = y3; и накрая a2 = (x2, y2, z2) ∈ A2 и a3 = (x3, y3, z3) ∈ A3 са
свързани с червено ребро само ако x2 = x3.

Избора на ai ∈ Ai, i = 1, 2, 3 дефинираме да е равновероятен и не-
зависим. Да разгледаме така дефинираното вероятностно пространство.
За произволна пермутация (i1, i2, i3) на (1, 2, 3) и фиксирани ai1 ∈ Ai1 ,
ai2 ∈ Ai2 нека с Xi1,i3(ai1 , ai2) означим събитието реброто ai1ai3 да е чер-
вено, a с Xi2,i3(ai1 , ai2) – събитието реброто ai2ai3 да е червено. Лесно
се проверява, че всички тези събития са независими и с вероятност 1/2.
Тогава пълният триделен граф G(A1, A2, A3) с така дефинираното оцве-
тяване изпълнява условието на задачата и |Ai| = 8, i = 1, 2, 3. Ако всеки
връх на този граф мултиплицираме по 10, ще получим търсения пример
на граф с |Ai| = 80, i = 1, 2, 3.

Коментар 1. Разгледаният вероятностен подход при конструирането
на примера е приложим винаги когато броя депутати N се дели на 24.
Официалното решение (виж Кортезов, И.) на задачата прилага конструк-
ция, работеща в по-общия случай, когато N се дели на 12, и доказваща,

че k = N/12 винаги се реализира. Така, предложеното в статията реше-
ние не покрива числата от вида N ≡ 12 (mod 24), но е приложимо за
конкретната стойност N = 240 в условието на задачата.

Коментар 2. Идеята за доказателството на първата част може да се
разглежда, в известен смисъл, като дискретен вариант на следната класи-
ческа задача: Каква е вероятността да получим остроъгълен триъгълник,
когато разположим по случаен начин три точки върху окръжност Γ?

Наистина, лесно се съобразява, че вероятността триъгълникът да е
правоъгълен, е равна на нула. Нека сега сме поставили три точки A,B,C
върху Γ, така че △ABC е остроъгълен.

Да построим диаметрално противоположните точки A′, B′, C ′ съответ-
но на A,B,C. Триъгълниците ABC и A′BC нямат общи вътрешни точки,
а споделят единствено отсечката BC. Тъй като △ABC е остроъгълен,
то центърът O на Γ не лежи върху BC, а е вътрешна точка за него.
Следователно точката O е извън △A′BC и той е тъпоъгълен. Аналогич-
но, триъгълниците AB′C и ABC ′ също са тъпоъгълни. Конфигурацията
{A,B,C,A′, B′, C ′} е еднозначно определена които и три две по две неди-
аметрално противоположни точки да изберем от нея (ако първоначално
избраният △ABC е тъпоъгълен, то първо взимаме диаметрално противо-
положната точка на върха при тъпия ъгъл и построяваме останалите два
триъгълника спрямо получения остроъгълен такъв). Произволен триъ-
гълник ABC участва в точно една от горните конфигурации. За всяка
от конфигурациите е в сила отношението 1 : 3 на остроъгълни към тъпо-
ъгълни триъгълници. Следователно и в общия случай е вярно, че
P(△ABC е остроъгълен ) : P(△ABC е тъпоъгълен ) = 1 : 3 =⇒

P(△ABC е остроъгълен ) =
1

4
, P(△ABC е тъпоъгълен ) =

3

4
.

Да се върнем към първата част на Задача 3.3. Да наречем едноц-
ветните триъгълници остроъгълни, а разноцветните – тъпоъгълни, като
тъпият ъгъл е между двете едноцветни ребра в триъгълника. За всяко
ребро eij в G съществува биекция между множествата от върхове от тре-
тата компонента на графа, които eij вижда съответно под остър и тъп
ъгъл. Съгласно по-горния резултат, можем да разбием всички триъгъл-
ници в G на непресичащи се конфигурации от по 4 триъгълника, три от
които са разноцветни, а един – едноцветен. Наистина, нека разгледаме
произволен едноцветен триъгълник a1a2a3, a1 ∈ A1, a2 ∈ A2, a3 ∈ A3 и
нека a′1 ∈ A1, a′2 ∈ A2 и a′3 ∈ A3 са съответните биективни образи на a1,
a2 и a3 спрямо ребрата a2a3, a1a3 и a1a2. Аналогично на горното, конфи-
гурацията {a1, a′1, a2, a′2, a3, a′3} е еднозначно определена при произволен
избор на три от върховете в нея, лежащи в трите различни компоненти
на G. Следователно k = 20. □
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Нека
Ω := {∆ = (a1, a2, a3; c1, c2, c3) : ai ∈ Ai, ci ∈ {0, 1}, i = 1, 2, 3},

където (a1, a2, a3) интерпретираме като триъгълник, а c1, c2, c3 – като цве-
товете съответно на страните a2a3, a1a3 и a1a2 (0 – червено, 1 – синьо).
На всеки елемент на Ω присвояваме една и съща вероятност. Забележете,
че c1, c2, c3 са обвързани със страните на триъгълника, а не с върхове-
те му. За да ги обвържем с върховете, ще въведем ново множество от
елементарни събития,

Ω′ := {∆ = (a1, a2, a3; ε1, ε2, ε3) : ai ∈ Ai, εi ∈ {0, 1}, i = 1, 2, 3}.
В този случай считаме, че aiaj е оцветен в червено, ако εi = εj , и в синьо,
ако εi ̸= εj . Горният запис може да бъде и във вида:

Ω′ := {∆ = (a1, ε1; a2, ε2; a3, ε3) : ai ∈ Ai, εi ∈ {0, 1}, i = 1, 2, 3}.
Това ни навежда на мисълта, че на елементите от Ω′ може да гледаме
като на двоични низове, единият бит на които е предназначен да определя
цвета. Сега трябва да съобразим, че този бит за съответните елементи от
A1, A2 и A3 не може да бъде на една и съща позиция, защото тогава от
ε1 = ε2 и ε2 = ε3 следва ε1 = ε3, т.е. ако a1a2 и a2a3 са от един и същи
цвят, то и a1a3 ще е в същия цвят и съответните събития няма да са
независими.

Нека A := {(x, y, z) : x, y, z ∈ {0, 1}} и A1 = A2 = A3 = A. Два елемента
a1 = (x1, y1, z1) ∈ A1 и a2 = (x2, y2, z2) ∈ A2 са свързани с червено ребро,
ако z1 = z2, а в противен случай са свързани със синьо ребро. Аналогично,
a1 = (x1, y1, z1) ∈ A1 и a3 = (x3, y3, z3) ∈ A3 са свързани с червено ребро
само ако y1 = y3; и накрая a2 = (x2, y2, z2) ∈ A2 и a3 = (x3, y3, z3) ∈ A3 са
свързани с червено ребро само ако x2 = x3.

Избора на ai ∈ Ai, i = 1, 2, 3 дефинираме да е равновероятен и не-
зависим. Да разгледаме така дефинираното вероятностно пространство.
За произволна пермутация (i1, i2, i3) на (1, 2, 3) и фиксирани ai1 ∈ Ai1 ,
ai2 ∈ Ai2 нека с Xi1,i3(ai1 , ai2) означим събитието реброто ai1ai3 да е чер-
вено, a с Xi2,i3(ai1 , ai2) – събитието реброто ai2ai3 да е червено. Лесно
се проверява, че всички тези събития са независими и с вероятност 1/2.
Тогава пълният триделен граф G(A1, A2, A3) с така дефинираното оцве-
тяване изпълнява условието на задачата и |Ai| = 8, i = 1, 2, 3. Ако всеки
връх на този граф мултиплицираме по 10, ще получим търсения пример
на граф с |Ai| = 80, i = 1, 2, 3.

Коментар 1. Разгледаният вероятностен подход при конструирането
на примера е приложим винаги когато броя депутати N се дели на 24.
Официалното решение (виж Кортезов, И.) на задачата прилага конструк-
ция, работеща в по-общия случай, когато N се дели на 12, и доказваща,

че k = N/12 винаги се реализира. Така, предложеното в статията реше-
ние не покрива числата от вида N ≡ 12 (mod 24), но е приложимо за
конкретната стойност N = 240 в условието на задачата.

Коментар 2. Идеята за доказателството на първата част може да се
разглежда, в известен смисъл, като дискретен вариант на следната класи-
ческа задача: Каква е вероятността да получим остроъгълен триъгълник,
когато разположим по случаен начин три точки върху окръжност Γ?

Наистина, лесно се съобразява, че вероятността триъгълникът да е
правоъгълен, е равна на нула. Нека сега сме поставили три точки A,B,C
върху Γ, така че △ABC е остроъгълен.

Да построим диаметрално противоположните точки A′, B′, C ′ съответ-
но на A,B,C. Триъгълниците ABC и A′BC нямат общи вътрешни точки,
а споделят единствено отсечката BC. Тъй като △ABC е остроъгълен,
то центърът O на Γ не лежи върху BC, а е вътрешна точка за него.
Следователно точката O е извън △A′BC и той е тъпоъгълен. Аналогич-
но, триъгълниците AB′C и ABC ′ също са тъпоъгълни. Конфигурацията
{A,B,C,A′, B′, C ′} е еднозначно определена които и три две по две неди-
аметрално противоположни точки да изберем от нея (ако първоначално
избраният △ABC е тъпоъгълен, то първо взимаме диаметрално противо-
положната точка на върха при тъпия ъгъл и построяваме останалите два
триъгълника спрямо получения остроъгълен такъв). Произволен триъ-
гълник ABC участва в точно една от горните конфигурации. За всяка
от конфигурациите е в сила отношението 1 : 3 на остроъгълни към тъпо-
ъгълни триъгълници. Следователно и в общия случай е вярно, че
P(△ABC е остроъгълен ) : P(△ABC е тъпоъгълен ) = 1 : 3 =⇒

P(△ABC е остроъгълен ) =
1

4
, P(△ABC е тъпоъгълен ) =

3

4
.

Да се върнем към първата част на Задача 3.3. Да наречем едноц-
ветните триъгълници остроъгълни, а разноцветните – тъпоъгълни, като
тъпият ъгъл е между двете едноцветни ребра в триъгълника. За всяко
ребро eij в G съществува биекция между множествата от върхове от тре-
тата компонента на графа, които eij вижда съответно под остър и тъп
ъгъл. Съгласно по-горния резултат, можем да разбием всички триъгъл-
ници в G на непресичащи се конфигурации от по 4 триъгълника, три от
които са разноцветни, а един – едноцветен. Наистина, нека разгледаме
произволен едноцветен триъгълник a1a2a3, a1 ∈ A1, a2 ∈ A2, a3 ∈ A3 и
нека a′1 ∈ A1, a′2 ∈ A2 и a′3 ∈ A3 са съответните биективни образи на a1,
a2 и a3 спрямо ребрата a2a3, a1a3 и a1a2. Аналогично на горното, конфи-
гурацията {a1, a′1, a2, a′2, a3, a′3} е еднозначно определена при произволен
избор на три от върховете в нея, лежащи в трите различни компоненти
на G. Следователно k = 20. □
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Забележете, че решението на задачата от Коментар 2 е по-сложно и по-
общо от това за Задача 3.3, но стъпва върху класически резултати, които,
ако са известни на решаващия, ще му помогнат бързо да се ориентира и
да сведе Задача 3.3 до познати конструкции.

3.1. Анализ на работещите в Задача 3.2 конфигурации

В конструирания в последния параграф на Задача 3.2 (или задача 3.3)
пример за работеща конфигурация от всеки връх на графа излизат равен
брой червени и сини ребра, т.е. ребрата, инцидентни с произволен връх,
са балансирани. Интересен е въпросът дали има пример, в който това не
е така. Както ще видим по-долу, това е невъзможно даже и при по-обща
ситуация.

Да видим първо как да интерпретираме червените и сините ребра, та-
ка че това да позволява обобщаване. За всеки връх x ∈ A1 да означим с
f b
1,2(x) и f r

1,2(x) подмножествата от върхове на A2, които са съседи на x по
съответно сините и червените ребра. Ясно е, че f b

1,2(x) = A2 \ f r
1,2(x). По

аналогичен начин, за произволна пермутация i1, i2, i3 на 1, 2, 3 може да де-
финираме функциите f b

i1,i2
(x) и f r

i1,i2
(x), които на връх x ∈ Ai1 съпоставят

подмножество в Ai2 . Тези функции имат определени свойства, генерирани
от условията на задача 3.3. Знаем също, че множествата A1, A2, A3 имат
равен брой елементи. Искаме да покажем, че m(f b

i1,i2
(x)) = m(f r

i1,i2
(x)),

където с m(A) сме означили броя на елементите на крайното множество
A. Да се абстрахираме от факта, че базовите множества са крайни. Ще
докажем едно по-общо твърдение, което се отнася за измерими множес-
тва, като m(A) вече означава мярката на множеството A.

Нека A1, A2, A3 са три копия на едно и също измеримо множество с
мярка 1. Върху всяко от множества Ai има дефинирана сигма алгебра
F(Ai), за i = 1, 2, 3. Означаваме с µi(A) мярката на A ∈ F(Ai). Тъй като
имаме копия на една и съща сигма алгебра и мярка върху нея, вмес-
то µi( · ) ще използваме просто означението µ( · ), стига да не възникват
недоразумения. Това ще ни избави от излишно усложняване на означе-
нията.

Читателят, който не е запознат с теория на мярката, може или да
пропусне параграф 3.1, или навсякъде по-долу да счита, че Ai са крайни
множества с един и същ брой елементи m и µ(A) := #(A)/m.

За всяко i1, i2 ∈ {1, 2, 3}, i1 ̸= i2 нека Eb
i1,i2

и Er
i1,i2

бъдат измерими
подмножества на Ai1 × Ai2 (което е измеримо пространство с мярка, ге-
нерирана от мерките на Ai1 , Ai2). Множествата Er

i1,i2
, Eb

i1,i2
са всъщност

интерпретация на множествата от съответно червените и сините ребра,
свързващи върхове от Ai1 и Ai2 . За x ∈ Ai1 дефинираме множествата

f b
i1,i2

, f r
i1,i2

⊂ Ai2 по следния начин:

f b
i1,i2(x) := {y ∈ Ai2 | (x, y) ∈ Eb

i1,i2} , ∀x ∈ Ai1 .

f r
i1,i2(x) := {y ∈ Ai2 | (x, y) ∈ Er

i1,i2} , ∀x ∈ Ai1 .

Множествата f b
i1,i2

(x) и f r
i1,i2

(x) интерпретираме като подмножествата на
върховете в Ai2 , които са съседи на x ∈ Ai1 по съответно сините и черве-
ните ребра.

Забележете, че така дефинираните множества са измерими в Ai2 , т.е.
f b
i1,i2

, f r
i1,i2

: Ai1 → F(Ai2). Нека допуснем, че функциите f b
i1,i2

, f r
i1,i2

удов-
летворяват свойствата:

i) f b
i1,i2

(x) = Ai2 \ f r
i1,i2

(x), ∀x ∈ Ai1 ;

ii) y ∈ f b
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(x) ⇐⇒ x ∈ f b
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(x) ⇐⇒ x ∈ f r
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(y);

iii) µ
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= 1/4, ∀x ∈ Ai1 , ∀y ∈ Ai2 ;

iv) µ
(
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(x) ∩ f b
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(y)
)
= 1/4, ∀x ∈ Ai1 , ∀y ∈ Ai2 .

Теорема 2. При горните условия следва, че за всяка пермутация
(i1, i2, i3) на (1, 2, 3) е в сила µ

(
f r
i1,i2

(x)
)
= µ

(
f b
i1,i2

(x)
)
= 1/2 ∀x ∈ Ai1 .

Доказателство. Да допуснем противното. Като имаме предвид i),
нека за определеност съществува x1 ∈ A1 такова, че

µ(f r
1,3(x1)) = µ1 > 1/2.

Нека y ∈ A2. От i), iii) и iv) следва

f b
2,3(y) =
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f b
2,3(y) ∩ f r

1,3(x1)
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∪
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f b
2,3(y) ∩ f b
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4
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, ∀y ∈ A2. (2)

От (2) пък, със същия аргумент, но приложен обратно към f r
1,3, следва

µ(f r
1,3(x)) = µ1 ∀x ∈ A1.
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Да видим първо как да интерпретираме червените и сините ребра, та-
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i1,i2
(x)) = m(f r

i1,i2
(x)),
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Съгласно теоремата на Фубини имаме:

µ
(
Er

1,3

)
=

∫

A1

µ
(
f r
1,3(x)

)
dµ(x) = µ1 >

1

2
.

Тук индуцираните мерки в Ai1 ×Ai2 за простота отново бележим с µ. От
ii) следва Er

1,3 = Er
3,1, което дава

1

2
< µ1 = µ

(
Er

3,1

)
=

∫

A3

µ
(
f r
3,1(z)

)
dµ(z).

Следователно съществува z0 ∈ A3, за което µ
(
f r
3,1(z0)

)
≥ µ1, откъдето

µ
(
f b
2,1(y)

)
≥ µ1 >

1

2
, ∀y ∈ A2. (3)

Със същия аргумент, приложен за Eb
2,3 и Eb

3,2, получаваме

µ
(
f r
1,2(x)

)
≥ µ1 >

1

2
, ∀x ∈ A1. (4)

От ii) имаме Eb
1,2 = Eb

2,1 и Er
1,2 = Er

2,1, а от i) следва Eb
1,2∪Er

1,2 = A1×A2,
т.е. µ

(
Eb

1,2

)
+ µ

(
Er

1,2

)
= 1.

От друга страна, от (3) и (4) получаваме µ
(
Eb

1,2

)
= µ

(
Eb

2,1

)
> 1/2

и µ
(
Er

1,2

)
= µ

(
Er

2,1

)
> 1/2, което противоречи на факта, че µ

(
Eb

1,2

)
+

µ
(
Er

1,2

)
= 1. □

И така, доказахме, че всички работещи конфигурации са балансира-
ни. Интересен е въпросът колко на брой са всички различни неизоморф-
ни работещи конфигурации. Да отбележим, че представената в статията
конфигурация за N = 3 · 4 · 2 = 24 е различна от тази в брошурата от
НЗМС (виж [5]), тъй като при втората има сдвояване на двойки върхове
във всяка от компонентите на триделния граф G, докато при първата
всеки връх от A1 има различно множество от съседи. Така основният
въпрос е дали броят на конфигурациите монотонно расте с N = 12k, да-
ли може да се запише в явен вид като функция на k и дали тази функция
е полиномиална, или експоненциална.

4. Приложение в международни състезания
Ще разгледаме задача 5 от Международната олимпиада по математи-

ка (МОМ 2023), за която, за разлика от предишните задачи, мотивацията
да използваме вероятности, е по-голяма.

Задача (MOM 2023, зад. 5). Дадено е естествено число n. Японски
триъгълник се състои от 1 + 2 + · · · + n кръга, които са подредени във
формата на равностранен триъгълник, така че за всяко i = 1, 2, . . . , n
i-тият ред съдържа точно i кръга, точно един от които е оцветен в
червено. Нинджа-път в японски триъгълник ще наричаме редица от n
кръга, която започва от първия ред, последователно преминава от кръг
към един от двата кръга, непосредствено под него, и завършва в послед-
ния ред. На фигурата по-долу е показан пример за японски триъгълник
при n = 6, заедно с нинджа-път, съдържащ два червени кръга. В зави-
симост от n да се намери най-голямото k, за което във всеки японски
триъгълник има нинджа-път, съдържащ поне k червени кръга.

Фигура 1.

Задачи от този тип предполагат следната аргументация:
1) намираме оценка отдолу за k;
2) даваме пример, при който не можем да минем през по-голям брой

червени кръгове.
В тази статия ще разгледаме само оценката отдолу, тъй като там се

прилага вероятностният подход. Очакванията са отговорът да е от поря-
дъка на k = log2 n. Както ще видим, търсената стойност е k = ⌊log2 n⌋+1.
Да разсъждаваме грубо и не съвсем строго. Да вземем един произволен
нинджа-път p. Вероятността той да уцели червената топка в i-тия ред, би
следвало да е 1/i, тъй като там има i топки и само една е червена (това,
разбира се, е наивно разсъждение и не е вярно). Нека 1i е случайната
величина, която приема стойност 1, ако пътят p минава през червена-
та топка на i-тия ред, а в противен случай приема стойност 0. Такива
случайни величини се наричат индикатори – те вдигат флаг 1, ако опре-
делено събитие се случва, и 0, ако не се случва. В сила е E[1i] = 1/i и
като сумираме по i, виждаме, че средният брой червени топки по пътя е∑n

i=1
1
i ≈ lnn.

Нека „изправим“ тази идея. По-долу са дадени два опита за това.
При първия получената оценка за k е по груба и не е точната, но пък
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ка (МОМ 2023), за която, за разлика от предишните задачи, мотивацията
да използваме вероятности, е по-голяма.

Задача (MOM 2023, зад. 5). Дадено е естествено число n. Японски
триъгълник се състои от 1 + 2 + · · · + n кръга, които са подредени във
формата на равностранен триъгълник, така че за всяко i = 1, 2, . . . , n
i-тият ред съдържа точно i кръга, точно един от които е оцветен в
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конструкцията е по-проста и виждаме как работи методът. При втория
опит прецизираме нещата и получаваме точната оценка.

Първи опит. Нека вероятностното ни пространство се състои от всич-
ки възможни нинджа-пътища, като на всеки от тях ще съпоставим опре-
делена вероятност. Искаме така да направим това, че свойството по-долу
да е изпълнено.

Свойство 1. Вероятността нинджа-път да мине през кой да е кръг на

i-тия ред, е точно
1

i
, без значение от положението на кръга в реда.

Да предположим, че това е осъществимо. Да означим с r1, r2, . . . , rn
червените точки, като ri е на i-тия ред. Нека 1ri , i = 1, 2, . . . , n е случай-
ната величина, която приема стойност 1, ако нинджа-път минава през ri,

и стойност 0 в противен случай. Тогава P(1ri = 1) =
1

i
, i = 1, 2, . . . , n,

откъдето
E[1ri ] =

1

i
, i = 1, 2, . . . , n.

Да разгледаме случайната величина N :=
n∑

i=1

1ri . Тя брои червените точ-

ки, през които минава случайно избран нинджа-път (под „случайно из-
бран” разбираме избран в съгласие със съответното вероятностно прост-
ранство). Имаме E[N ] =

∑n
i=1

1
i > lnn. И така, математическото очак-

ване на броя на уцелените червени точки от случаен нинджа-път е поне
lnn. Следователно съществува път, минаващ през поне толкова червени
точки.

Остава да конструираме вероятностно пространство, удовлетворяващо
Свойство 1. Стартираме от горе надолу и на всеки разклон ще присво-
им вероятност да поемем надолу-наляво или надолу-надясно. На първия
разклон, под най-горната точка, двете вероятности са 1/2. Т.е. вероят-
ността нинджа-път да мине през коя да е от двете точки на втория ред,
е 1/2. Да предположим, че сме на j-тия ред и вероятността нинджа-път
да уцели коя да е точка на него, е 1

j . Искаме да определим какви трябва
да са вероятностите за разклоненията надолу, така че същото да е в сила
и за j + 1-тия ред. Правим това, както е показано на фиг. 2.

Фигура 2. Пренасяне на вероятности от горе надолу

На i-тия разклон под j-тия ред определяме вероятността да вземем

левия/десния път съответно да е
(
j + 1− i

j + 1

)
и
(

i

j + 1

)
, i = 1, 2, . . . , j.

Лесно се пресмята, че вероятността да уцелим произволна точка на j + 1-
вия ред, е 1

j+1 . Продължаваме да правим това, докато не стигнем до
последния ред.

Втори опит. Сега ще прецизираме оценката (Grozev, 2025), като пост-
роим по-точно вероятностно пространство и с негова помощ установим
точната оценка отдолу: k ≥ ⌊log2 n⌋+ 1. Да означим m := ⌊log2 n⌋. Веро-
ятностното пространство, което ще конструираме, ще зависи от положе-
нието на червените точки, за разлика от това, което построихме по-горе.
И така, считаме, че конфигурацията на червените точки е фиксирана.
Идеята пак е да разгледаме всички възможни нинджа-пътища, като на
всеки от тях присвоим определена вероятност, така че следното свойство
да е в сила.

Свойство 2. За i = 0, 1, . . . ,m − 1, вероятността да минем през чер-
вената точка на ред ℓ, където 2i ≤ ℓ ≤ 2i+1 − 1, е точно 2−i.

Да предположим, че имаме вероятностно пространство, удовлетворя-
ващо горното свойство. Нека означим червените точки с r1, r2, . . . , rn,
като rℓ се намира на ℓ-тия ред. Да въведем случайната величина 1rℓ ,
ℓ = 1, 2, . . . , n, която има стойност 1, ако случайно избран път минава
през rℓ, и 0 в противен случай. За тази индикаторна случайна величина
имаме

P(1rℓ = 1) =
1

2i
, 2i ≤ ℓ ≤ 2i+1 − 1 , i = 0, 1, . . . ,m− 1,

което дава

E[1rℓ ] =
1

2i
, ∀ℓ, 2i ≤ ℓ ≤ 2i+1 − 1, i = 0, 1, . . . ,m− 1,m := ⌊log2 n⌋ .

Да разгледаме случайната величина N :=
∑n

ℓ=1 1rℓ . Тя „брои“ черве-
ните точки, през които минава случайно избран път (в съответствие с
вероятностното пространство, което удовлетворява Свойство 2). Получа-
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конструкцията е по-проста и виждаме как работи методът. При втория
опит прецизираме нещата и получаваме точната оценка.
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делена вероятност. Искаме така да направим това, че свойството по-долу
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Свойство 1. Вероятността нинджа-път да мине през кой да е кръг на

i-тия ред, е точно
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1

i
, i = 1, 2, . . . , n,

откъдето
E[1ri ] =

1
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, i = 1, 2, . . . , n.

Да разгледаме случайната величина N :=
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1ri . Тя брои червените точ-

ки, през които минава случайно избран нинджа-път (под „случайно из-
бран” разбираме избран в съгласие със съответното вероятностно прост-
ранство). Имаме E[N ] =

∑n
i=1

1
i > lnn. И така, математическото очак-

ване на броя на уцелените червени точки от случаен нинджа-път е поне
lnn. Следователно съществува път, минаващ през поне толкова червени
точки.

Остава да конструираме вероятностно пространство, удовлетворяващо
Свойство 1. Стартираме от горе надолу и на всеки разклон ще присво-
им вероятност да поемем надолу-наляво или надолу-надясно. На първия
разклон, под най-горната точка, двете вероятности са 1/2. Т.е. вероят-
ността нинджа-път да мине през коя да е от двете точки на втория ред,
е 1/2. Да предположим, че сме на j-тия ред и вероятността нинджа-път
да уцели коя да е точка на него, е 1

j . Искаме да определим какви трябва
да са вероятностите за разклоненията надолу, така че същото да е в сила
и за j + 1-тия ред. Правим това, както е показано на фиг. 2.

Фигура 2. Пренасяне на вероятности от горе надолу

На i-тия разклон под j-тия ред определяме вероятността да вземем

левия/десния път съответно да е
(
j + 1− i

j + 1

)
и
(

i

j + 1

)
, i = 1, 2, . . . , j.

Лесно се пресмята, че вероятността да уцелим произволна точка на j + 1-
вия ред, е 1

j+1 . Продължаваме да правим това, докато не стигнем до
последния ред.

Втори опит. Сега ще прецизираме оценката (Grozev, 2025), като пост-
роим по-точно вероятностно пространство и с негова помощ установим
точната оценка отдолу: k ≥ ⌊log2 n⌋+ 1. Да означим m := ⌊log2 n⌋. Веро-
ятностното пространство, което ще конструираме, ще зависи от положе-
нието на червените точки, за разлика от това, което построихме по-горе.
И така, считаме, че конфигурацията на червените точки е фиксирана.
Идеята пак е да разгледаме всички възможни нинджа-пътища, като на
всеки от тях присвоим определена вероятност, така че следното свойство
да е в сила.

Свойство 2. За i = 0, 1, . . . ,m − 1, вероятността да минем през чер-
вената точка на ред ℓ, където 2i ≤ ℓ ≤ 2i+1 − 1, е точно 2−i.

Да предположим, че имаме вероятностно пространство, удовлетворя-
ващо горното свойство. Нека означим червените точки с r1, r2, . . . , rn,
като rℓ се намира на ℓ-тия ред. Да въведем случайната величина 1rℓ ,
ℓ = 1, 2, . . . , n, която има стойност 1, ако случайно избран път минава
през rℓ, и 0 в противен случай. За тази индикаторна случайна величина
имаме

P(1rℓ = 1) =
1

2i
, 2i ≤ ℓ ≤ 2i+1 − 1 , i = 0, 1, . . . ,m− 1,

което дава

E[1rℓ ] =
1

2i
, ∀ℓ, 2i ≤ ℓ ≤ 2i+1 − 1, i = 0, 1, . . . ,m− 1,m := ⌊log2 n⌋ .

Да разгледаме случайната величина N :=
∑n

ℓ=1 1rℓ . Тя „брои“ черве-
ните точки, през които минава случайно избран път (в съответствие с
вероятностното пространство, което удовлетворява Свойство 2). Получа-
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ваме

E[N ] =
m−1∑
i=0

∑
2i≤ℓ≤2i+1−1

E [1rℓ ] +
∑

2m≤ℓ≤n

E [1rℓ ]

E[N ] =

m−1∑
i=0

1 +
∑

2m≤ℓ≤n

E [1rℓ ] > m. (5)

И така, очакваният брой червени точки, през които преминава избра-
ният път, е по-голям от m = ⌊log2 n⌋. Това означава, че съществува път,
който минава през поне ⌊log2 n⌋+ 1 червени точки.

Нека сега видим как да конструираме вероятностно пространство, за
което Свойство 2 е изпълнено.

На всяко разклонение на нинджа-път ще присвоим двойка вероятности
(p1, p2), p1 + p2 = 1, като p1 е вероятността да тръгнем надолу и наля-
во, а p2 – вероятността да поемем надолу и надясно. За всеки разклон
ще изберем (p1, p2), така че (p1, p2) ∈ {(0, 1), (1, 0), (1/2, 1/2)}. Вероятнос-
тното пространство ще се състои от всички възможни нинджа-пътища,
като вероятността да изберем определен път (теглото му), ще е равна на
произведението на всички вероятности, асоциирани с разклоненията му.
Еквивалентно, на всеки възел ще присвоим вероятност, равна на вероят-
ността нинджа-път да мине през този възел.

Фигура 3. Пренасяне на вероятности от долу нагоре

Тези присвоявания ще направим в обратен ред – от долу нагоре, като
използваме следната идея. Да предположим, че на точките на j + 1-вия
ред вече са присвоени някакви вероятности и даден възел има присвоена
вероятност p. Ние „пренасяме” нагоре тази вероятност или цялата нагоре
вляво, или цялата нагоре вдясно, или p/2 наляво и p/2 надясно (фиг. 3).

По този начин, движейки се нагоре, подходящо ще присвоим на всички
възли определени вероятности, така че да изпълним Свойство 2. Фигура
4 показва как работи това за n = 8.

Фигура 4. Пример за пренасяне на вероятности при n = 8

Така извършената процедура на фиг. 4 беше, за да постигнем следния
ефект. Ако сега тръгнем от горе надолу, на всеки разклон има присвое-
ни вероятности 0, 1 или 1/2 да продължим надолу-наляво или надолу-
надясно, които са подбрани така, че Свойство 2 да е в сила. Детайлите
следват.

Да се фокусираме върху 2i+1 − 1-вия ред. Да присвоим на червената
точка вероятност 2−i и на всички останали възли – вероятност 2−i−1.
Последователно ще определим вероятността на всеки възел нагоре, ред
по ред, до 2i-тия ред да бъде или 2−i, или 2−i−1, така че на всеки червен
възел да бъде присвоена вероятност 2−i.

Да допуснем, че сме направили това за всички редове до j + 1-вия
включително, като на възлите му сме присвоили от ляво надясно веро-
ятности p1, p2, . . . , pj+1. Трябва да определим вероятностите q1, q2, . . . , qj ,
които ще присвоим на j-тия ред. Нека червената точка в j-тия ред бъде
на позиция k. Да разгледаме поотделно възможностите за (pk, pk+1).

Първи случай: pk = pk+1 = 2−i−1. В този случай полагаме qk = 2−i,
qs = ps, s = 1, 2, . . . , k − 1 и qs = ps+1, s = k + 1, . . . , j.

Втори случай: pk = 2−i, pk+1 = 2−i−1. При тази опция, в j+1-вия ред
има друга точка с вероятност 2−i−1, освен pk+1, защото

∑j+1
s=1 ps = 1. T.e.,

ps = 2−i−1 за някое s, което е или по-малко от k, или е по-голямо от k+1.

Да разгледаме първо случая, когато съществува s < k с ps = 2−i−1.
Тогава полагаме qk = 2−k, qs = ps+1, s = k + 1, . . . , j. Нека r да е най-
големият индекс, по-малък от k, за който pr = 2−i−1. Полагаме
qs = ps, s = 1, 2, . . . , r − 1, qs = 2−i, s = r, . . . , k − 1.
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ваме

E[N ] =
m−1∑
i=0

∑
2i≤ℓ≤2i+1−1

E [1rℓ ] +
∑

2m≤ℓ≤n

E [1rℓ ]

E[N ] =

m−1∑
i=0

1 +
∑

2m≤ℓ≤n

E [1rℓ ] > m. (5)

И така, очакваният брой червени точки, през които преминава избра-
ният път, е по-голям от m = ⌊log2 n⌋. Това означава, че съществува път,
който минава през поне ⌊log2 n⌋+ 1 червени точки.

Нека сега видим как да конструираме вероятностно пространство, за
което Свойство 2 е изпълнено.

На всяко разклонение на нинджа-път ще присвоим двойка вероятности
(p1, p2), p1 + p2 = 1, като p1 е вероятността да тръгнем надолу и наля-
во, а p2 – вероятността да поемем надолу и надясно. За всеки разклон
ще изберем (p1, p2), така че (p1, p2) ∈ {(0, 1), (1, 0), (1/2, 1/2)}. Вероятнос-
тното пространство ще се състои от всички възможни нинджа-пътища,
като вероятността да изберем определен път (теглото му), ще е равна на
произведението на всички вероятности, асоциирани с разклоненията му.
Еквивалентно, на всеки възел ще присвоим вероятност, равна на вероят-
ността нинджа-път да мине през този възел.

Фигура 3. Пренасяне на вероятности от долу нагоре

Тези присвоявания ще направим в обратен ред – от долу нагоре, като
използваме следната идея. Да предположим, че на точките на j + 1-вия
ред вече са присвоени някакви вероятности и даден възел има присвоена
вероятност p. Ние „пренасяме” нагоре тази вероятност или цялата нагоре
вляво, или цялата нагоре вдясно, или p/2 наляво и p/2 надясно (фиг. 3).

По този начин, движейки се нагоре, подходящо ще присвоим на всички
възли определени вероятности, така че да изпълним Свойство 2. Фигура
4 показва как работи това за n = 8.

Фигура 4. Пример за пренасяне на вероятности при n = 8

Така извършената процедура на фиг. 4 беше, за да постигнем следния
ефект. Ако сега тръгнем от горе надолу, на всеки разклон има присвое-
ни вероятности 0, 1 или 1/2 да продължим надолу-наляво или надолу-
надясно, които са подбрани така, че Свойство 2 да е в сила. Детайлите
следват.

Да се фокусираме върху 2i+1 − 1-вия ред. Да присвоим на червената
точка вероятност 2−i и на всички останали възли – вероятност 2−i−1.
Последователно ще определим вероятността на всеки възел нагоре, ред
по ред, до 2i-тия ред да бъде или 2−i, или 2−i−1, така че на всеки червен
възел да бъде присвоена вероятност 2−i.

Да допуснем, че сме направили това за всички редове до j + 1-вия
включително, като на възлите му сме присвоили от ляво надясно веро-
ятности p1, p2, . . . , pj+1. Трябва да определим вероятностите q1, q2, . . . , qj ,
които ще присвоим на j-тия ред. Нека червената точка в j-тия ред бъде
на позиция k. Да разгледаме поотделно възможностите за (pk, pk+1).

Първи случай: pk = pk+1 = 2−i−1. В този случай полагаме qk = 2−i,
qs = ps, s = 1, 2, . . . , k − 1 и qs = ps+1, s = k + 1, . . . , j.

Втори случай: pk = 2−i, pk+1 = 2−i−1. При тази опция, в j+1-вия ред
има друга точка с вероятност 2−i−1, освен pk+1, защото

∑j+1
s=1 ps = 1. T.e.,

ps = 2−i−1 за някое s, което е или по-малко от k, или е по-голямо от k+1.

Да разгледаме първо случая, когато съществува s < k с ps = 2−i−1.
Тогава полагаме qk = 2−k, qs = ps+1, s = k + 1, . . . , j. Нека r да е най-
големият индекс, по-малък от k, за който pr = 2−i−1. Полагаме
qs = ps, s = 1, 2, . . . , r − 1, qs = 2−i, s = r, . . . , k − 1.
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Да разгледаме сега случая, когато ps = 2−i, s = 1, 2, . . . , k. Нека r
е най-малкият индекс, по-голям от k + 1, за който pr = 2−i−1. Тоест,
ps = 2−i, s = k + 2, k + 3, . . . , r − 1. Сега полагаме qs = ps, s = 1, 2, . . . , k,
qs = 2−i, s = k + 1, . . . , r − 1 и qs = ps+1, s = r, . . . , j.

Трети и четвърти случай: случаите (pk = 2−i−1, pk+1 = 2−i) и (pk =
pk+1 = 2−i) са подобни.

Следвайки този план, стигаме до 2i-тия ред, всеки възел на който
ще бъде с присвоена вероятност 2−i. Забележете, че с конструкцията,
която правим, ако се движим надолу по някой нинджа-път, вероятността
на всеки разклон да хванем долния ляв, респективно долния десен път,
е 1, 0 или 1/2. Конструкцията също гарантира, че така определеното
вероятностно пространство удовлетворява Свойство 2.□
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ще бъде с присвоена вероятност 2−i. Забележете, че с конструкцията,
която правим, ако се движим надолу по някой нинджа-път, вероятността
на всеки разклон да хванем долния ляв, респективно долния десен път,
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вероятностно пространство удовлетворява Свойство 2.□

5. Заключение и бъдеща работа
В тази статия бе илюстрирана ползата от прилагането на вероятнос-

тния подход при решаването на състезателни задачи. Бяха разгледани
три задачи от национални и международни ученически олимпиади по
математиката. Макар предложените решения да не са най-елегантните и
най-кратките като запис, те демонстрират основното качество на подхо-
да, а именно – директното атакуване на задачите при правилно дефини-
ране на подходящо дискретно вероятностно пространство. Бе показано,
че подходът работи не само за доказателство, че съществува работеща
конструкция, но дори и за нейното експлицитно намиране.

Бе формулиран и отворен въпрос относно броя на неизоморфните раз-
лични конфигурации, удовлетворяващи Задача 3.2. Бъдещата работа на
авторите е да изследват дали при различен избор на вероятностното
пространство получените конфигурации ще са различни, както и каква
е връзката между броя депутати N и броя на различните конфигурации.
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MODELS OF SAMPLE SPACES IN OLYMPIAD
PROBLEMS

Abstract. Applications of the probabilistic method in combina-
torial problems are shown. In most sources, the construction of the
corresponding sample space is natural and trivial and as a result, the
existence of certain objects is proven. The emphasis here is on con-
structing an appropriate sample space. In one of the problems, the
process is even reversed – probabilistic properties of objects lead us
to construct an example of a probability space – a construction that
is actually sought. Three applications of the method are considered –
two problems from this year’s Bulgarian competitions: problem 10.3
from the Bulgarian National Olympiad 2025 (Regional Round), and
problem 10.3 from the Bulgarian winter math competition 2025 (a
generalization of the latter is discussed). We end with problem 5
from 2023 International Math Olympiad. The authors are not aware
of a solution to the latter using such an approach.
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Abstract. This study explores the impact of Competency-Based Education (CBE) 
on students' academic performance in selected STEM disciplines and on their intrinsic 
motivation. In the context of growing interest in STEM (Science, Technology, 
Engineering, and Mathematics), the research examines whether the implementation of 
CBE can enhance student achievement and foster deeper motivation. The study was 
conducted with two groups of students from “Hristo Botev” High School in the village of 
Chepintsi. To assess intrinsic motivation, questionnaires were administered before and 
after the CBE intervention. Academic achievement was evaluated through tests and 
grades. The working hypothesis suggested that CBE would positively affect both academic 
outcomes and intrinsic motivation. The results support this hypothesis, highlighting the 
potential of CBE as an effective educational approach for developing young STEM 
learners. The findings indicate that CBE contributes not only to improved academic 
performance but also to greater interest and engagement in scientific and technological 
fields. 

Keywords: competency-based education; motivation; STEM; CBE; PISA 2025 

1. Introduction 
Competency-based education (CBE) is an innovative constructivist 

approach that aims to enhance motivation and academic achievement 
through the development of practical skills aligned with the needs of the 
community and labour market (Biggs, 1996). According to White (1959), 
actions such as studying, learning, and problem-solving are driven by 
intrinsic motivation, which does not depend on rewards or punishments. 
CBE encourages both intrinsic and extrinsic motivation in students, which 
are key factors for its successful implementation. Intrinsic motivation is 


