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Резюме. В статията се разглежда Задача 4 от Международната олимпиада по 
математика през 2014 г., за която е предложено обобщение. 

Кеуwords: conic, tangent, barycentric coordinates, Feuerbach confi guration     

На Международната олимпиада по математика през юли 2014 г. в Кейптаун, 
Южна Африка, беше предложена следната задача.

Върху страната BC  на остроъгълния триъгълник ABC  са избрани точки P  и 
Q  така, че PAB BCA=   и CAQ ABC=  . Точките M  и N  съответно върху 
правите AP  и AQ  са такива, че P  е среда на AM  и Q  е среда на AN . Да се 
докаже, че правите BM  и CN  се пресичат върху описаната около триъгълника 
ABC  окръжност. 

Нека Γ  е описаната за ABC∆  окръжност, а bt  и ct  са допирателните на Γ  
съответно във върховете B  и C . От свойството на периферния ъгъл се вижда, че 

bAP t  и cAQ t . Последното наблюдение ни довежда до идеята, че твърдението 
на задачата може да се обобщи със следната

Теорема. Нека ( )k O  е конично сечение с център O , описано за ABC∆ , а bt  
и ct  са допирателните на ( )k O  съответно в точките B  и C . Точките P  и 
Q  от правата BC  са такива, че bAP t  и cAQ t . Ако точките M  и N  са 
симетричните образи на A  съответно спрямо P  и Q , то правите BM  и CN  
се пресичат върху ( )k O .

Наблюденията с програмата “THE GEOMETER’S SKETCHPAD” (GSP) по-
твърждават хипотезата, формулирана в горната теорема. За да обосновем форму-
лирания резултат, е необходимо да извършим строго доказателство. Такова доказа-
телство ще получим с използването на барицентрични координати спрямо дадения 

ABC∆ , като ( )1,0,0A , ( )0,1,0B  и ( )0,0,1C  (Паскалев & Чобанов, 1985). Преди 
да преминем към доказателството на теоремата, ще намерим уравнението на допи-
рателната в произволна точка на дадено конично сечение в равнината на ABC∆ .
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1. Уравнение на допирателна в точка от конично сечение. В равнината на 
ABC∆  разглеждаме кривата k  с уравнение

2 2 2
11 22 33 12 23 31: 2 2 2 0k a x a y a z a xy a yz a zx+ + + + + =

и права l, минаваща през точка ( ), ,M M MM x y z  ( )1M M Mx y z+ + =  и колинеарна 
с вектора ( ), ,α β ɣ  ( )0α β ɣ+ + = . Ако лявата част на уравнението на k е оз-
начена с ( ), ,f x y z  и ( ) 11 12 13, ,xf x y z a x a y a z= + + , ( ) 21 22 23, ,yf x y z a x a y a z= + +  , 

( ) 31 32 33, ,zf x y z a x a y a z= + + , където 21 12a a= , 32 23a a=  и 13 31a a= , след заместване 
на параметричните уравнения Mx x tα= + , My y tβ= + , Mz z tɣ= +  на правата l в 
уравнението на k за параметъра t получаваме

Ако M е точка от k и l е тангента за k, то ( ), , 0M M Mf x y z = . Тогава 0t =  е корен 
на последното уравнение и за да е двоен корен на същото уравнение, трябва да е 
изпълнено равенството ( ) ( ) ( ), , , , , , 0x M M M y M M M z M M Mf x y z f x y z f x y zα β ɣ+ + = . 

От 0α β ɣ+ + =  и последното равенство получаваме z y

y x

f f
f f

α ɣ
−

=
−

 и x z

y x

f f
f f

β ɣ−=
−

.

Нека правата l  има общо уравнение : 0l ux vy wz+ + = . Лесно се вижда, че 
при v wα = − , w uβ = −  и u vɣ = −  от параметричните уравнения на l  се полу-
чава общото уравнение. Затова можем да положим u w β= − , v w α= − . Тъй като 

0M M Mux vy wz+ + = , то M Mw y xα β= − + . Оттук намираме ( )1M Mu y xα β= − − − , 
( )1 M Mv y xα β= − + , M Mw y xα β= − + . След заместване в последните равенства 

на получените по-горе изразявания за  и  чрез , като вземем предвид, че 
( ) ( ) ( ), , , , , , 0M x M M M M y M M M M z M M Mx f x y z y f x y z z f x y z+ + = , получаваме равенството

( ) ( ) ( ), , , , , , 0x M M M x M M M x M M Mf x y z x f x y z y f x y z z+ + = . Сега от дефиницията на 
( ), ,x M M Mf x y z , ( ), ,y M M Mf x y z  и ( ), ,z M M Mf x y z  получаваме, че уравнението на 

тангентата l  през точката M  на k  има следното уравнение:

( )1  ( ) ( ) ( )11 12 13 21 22 23 31 32 33: 0M M M M M M M M Ml a x a y a z x a x a y a z y a x a y a z z+ + + + + + + + =  .

2. Доказателство на теоремата. Описаната крива ( )k O  принадлежи на Фо-
йербахова конфигурация, в която центърът на една от вписаните в ABC∆  криви 
е точката ( ), ,I I II x y z  (Ненков, 2010). Тогава уравнението на ( )k O  може да се 
представи във вида:

( )2  ( ) 2 2 2: 0I I Ik O x yz y zx z xy+ + = .
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Конкурентност, породена от тангенти

От (1) и (2), когато M съвпада с B и C, се получават уравненията съответно на 
допирателните bt  и ct  във вида: 2 2: 0b I It z x x z+ = , 2 2: 0c I It y x x y+ = . Тъй като правата 
с уравнение 0ux vy wz+ + =  е колинеарна с вектора ( ), ,v w w u u v− − − , то векторите 

( )2 2 2 2, ,b I I I It x x z z− −


 и ( )2 2 2 2, ,c I I I It x y y x− −


 са колинеарни съответно с допирателните 
bt  и ct . Сега за параметричните уравнения на правите b bl t  и c cl t  намираме

( )2 2 2 2: 1 , ,b I I I Il x x p y x z p z z p= − = − = , 

( )2 2 2 2: 1 , ,c I I I Il x x q y y q z y x q= + = − = − .

Оттук при x = 0 се получават координатите на точките P и Q във вида: 
2 2 2

2 20, , ,I I I

I I

x z zP
x x

⎛ ⎞−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
2 2 2

2 20, ,I I I

I I

y x yQ
x x

⎛ ⎞−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Сега за симетричните точки M и N на A 

спрямо P и Q  получаваме ( )2 2 2

2 2

2 21, ,I I I

I I

x z zM
x x

⎛ ⎞−
−⎜ ⎟

⎝ ⎠
 и ( )2 22

2 2

221, , I II

I I

x yyN
x x

⎛ ⎞−
−⎜ ⎟

⎝ ⎠
. От 

координатите на M  и N  намираме параметричните уравнения на правите BM и 
CN във вида:

2 2 2

2 2

2 2: , 1 ,I I I

I I

z x zBM x m y m z m
x x
−= = + = − , 

2 2 2

2 2

2 2: , , 1I I I

I I

y y xCN x n y n z n
x x

−= = − = + .

С помощта на тези уравнения заключаваме, че пресечната точка T на правите 
BM и CN има следните координати

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2, ,
2 2 2 2 2 2

I I I

I I I I I I I I I

x y zT
x y z x y z x y z

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟− − − − − −⎝ ⎠

.

Непосредственото заместване на тези координати в лявата част на (2) води до 
вярно тъждество. С това теоремата е доказана. 
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A CONCURRENCE, GENERATED BY TANGENTS 

Abstract. The paper considers Problem 4 from the paper of the International 
Mathematical Olympiad in 2014 and proposes a generalization of it. 
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