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Резюме. Представени са динамични компютърни модели на една
геометрична задача от XXIII балканска олимпиада по математика през
2006 г. Описани са идеи за използването им: за осигуряване на условия
за изследователска работа и формулиране на хипотези, за откриване
на идея за решаване, за представяне на решение, за изучаване
на софтуера чрез задачи. Направена е препратка към динамични ком-
пютърни модели на други олимпийски задачи, предоставени във Вир-
туалния училищен кабинет по математика, разработван в Института по
математика и информатика на Българската академия на науките. Об-
съдена е възможността за използването им както в неформалното, така
и във формалното образование по математика и информационни техно-
логии.

Ключови думи: изследователски подход; олимпиада по математика;
GeoGebra; компютърни модели

1. Увод
Една от целите при създаване на Виртуалния училищен кабинет по ма-

тематика през 2013 г. беше осигуряване на условия за широко прилагане
на изследователския подход в математическото образование (Chehlarova
et al. 2014). Затова се използваха елементи от ресурси, разработвани по
няколко европейски проекта, като InnomathEd и Fibonacci, чийто фокус
бяха изследователският подход и иновациите в образованието по мате-
матика и природни науки (Kenderov 2010). Още през 2013 г. във Вир-
туалния училищен кабинет по математика бяха включени компютърни
модели, разработени по олимпийски математически задачи. Целта бе да
се демонстрира възможността за използването им както в неформално-
то, така и във формалното образование: за осигуряване на условия за
изследователска работа по формулиране на хипотези, за откриване на
идея за решаване, за представяне на решение, за изучаване на софтуера
чрез задачи. Тук ще направим илюстрация с една задача от Балканската
олимпиада по математика (БОМ) през 2006 г.
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2. Компютърни модели на Задача 2 от XXIII БОМ
Математическото общество на Югоизточна Европа (MASSEE) е осно-

вано на 1 март 2003 г. Основните му дейности са организиране на със-
тезания, разработване и изпълнение на изследователски проекти, орга-
низиране на научни събития и редактиране на специфични публикации.
MASSEE е партньор на две важни регионални състезания, които тради-
ционно привличат, освен 11-те страни – официални участнички, средно
поне още толкова отбори от страни в географския обхват от Великобрита-
ния до Индонезия. Това са Балканската олимпиада по математика (БОМ,
Balkan Mathematical Olympiad, BMO) и Младежката балканска олим-
пиада по математика (МлБОМ, Junior Balkan Mathematical Olympiad,
JBMO) (Kortezov & Marinov 2022, 2023).

Задача 2 от XXIII БОМ през 2006 г. е свързана с триъгълник, вписан
в окръжност: „В окръжност k е вписан △ABC. Права пресича страните
му AB и AC и продължението на BC в точки D, F и E, съответно,
като C е между B и E. Хордите AA′, BB′ и CC ′ на k са успоредни на
DE. Да се докаже, че правите A′E, B′F и C ′D минават през една точка“
(Boyvalenkov et al. 2008).

За създаването на компютърни модели на геометрични конструкции
като описаните в тази задача (фиг. 1) е подходящо използването на
софтуера GeoGebra (Нohenwarter et al. 2009).

Фигура 1. Динамична конструкция по задача от XXIII БОМ1

На фиг. 2 е показан конструкционният протокол на построението.
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Управлението на конструкцията се осъществява с помощта на плъзгачи-
параметри.

Фигура 2. Конструкционен протокол

На фиг. 3 е показан вариант на динамична конструкция по тази задача,
насочен към самостоятелно изследване и формулиране на хипотези, а на
фиг. 4 – съответният конструкционен протокол.



436

Тони Чехларова, Младен Вълков

Фигура 3. Динамични конструкции по задача от XXIII балканска
олимпиада по математика2,3

Фигура 4. Конструкционен протокол2,4
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При организиране на построението се използват подвижни точки, за
разлика от предходно описания файл, в който се използват плъзгачи-
параметри. Основните обекти са построени чрез инструменти, предос-
тавени от софтуера. Например △ABC e построен с използване на инс-
трумент за построяване на многоъгълник чрез върховете му. Някои от
правите са построени чрез инструмент за построяване на права по да-
дени две точки от нея, или чрез инструмент за построяване на права,
минаваща през дадена точка и успоредна на дадена права. Предоставена
е възможност да се наблюдава построението стъпка по стъпка.

Следват още няколко файла по тази задача, при създаването на които
са използвани различни идеи и функционалности на софтуера, включи-
телно предоставяне на помощ или решение (фиг. 5, фиг. 6).

Фигура 5. Динамични конструкции по задача от XXIII BMO5, 6

Динамичните файлове използват плъзгачи за местоположението на
точки A,B,C,D и E, при продължителното местене на които може да
се забележат важни за решението свойства. Може да се забележи, че
ако B′F пресича окръжността в точка P , то PFCE и PADF са вписани
в окръжност четириъгълници. Използването на спомагателни елементи
стимулира решаващия сам да достигне до решение, бързо да изследва
случаи (когато например триъгълник ABC е тъпоъгълен или остроъгъ-
лен или ако някоя от точките A′ или B′ съвпада с A или B, съответно).
Решението на задачата може да започне от построяването на P, като
пресечна точка на кои да е две от правите A′E, B′F , C ′D и след изслед-
ване на ъгли да се намери, че два от четириъгълниците PFCE, PADF ,
PDBE са вписани в окръжност. Разглеждането и на трите възможнос-
ти спомага за по-доброто разбиране на решението, а динамичният файл
дава възможност това да се направи бързо.

Могат да се разгледат и обратни на разглежданата задачи, като се
изследват с GeoGebra, например „Даден е △ABC и точка P върху опи-
саната ѝ окръжност. Взети са три точки D,E, и F , лежащи на страни-
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те AB, BC и AC или продълженията им така, че лежат на ед-
на права k. Правите PD,PE и PF пресичат за втори път окръжността
в точки C ′, A′ и B′. Вярно ли е, че правите AA′, BB′ и CC ′ винаги са
успоредни на правата k?“ Отговорът е отрицателен (фиг. 6).

Фигура 6. Контрапример

Задачата би могла да бъде разгледана и за четириъгълник (фиг. 7).

Фигура 7. Изследване на задачата за четириъгълник

3. Дискусия
От шестимата български участници в това състезание двама имат пъ-

лен брой от 10 точки по втора задача, двама не са получили точки, един е
с 4 и един – с 6 точки. Ръководителите на българския отбор и участниците
от българска страна в обсъждането на задачите отчитат, че „ако се вло-
жи малко труд в точен чертеж, наградата е голяма“ (Nikolov et al. 2006).
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Причината е, че може да се забележи, че въпросната точка лежи върху
окръжността.

Разгледаните компютърни модели по тази задача са използвани при
подготовката на обучители за внедряване на изследователския подход в
математическото образование. Тази подготовка включва „разширяване на
знания и умения и формиране на отношениe за извършване на матема-
тически изследвания, включително с използване на динамичен софтуер,
разширяване на знания и умения и формиране на отношениe за внедрява-
не на изследователски подход в училищното образование по математика
и формиране на знания, умения и отношениe за подготовка на учители
за внедряване на изследователски подход в училищното образование по
математика“ (Chehlarova 2017). Затова при обучението им се осигуряват
условия „за преживяване на изследователския процес и в ролята на уче-
ници, и в ролята на учители, и в ролята на обучители“ (Chehlarova 2017),
за което тази задача е подходяща.

Тези модели бяха използвани и в обучения на учители по математика
и информатика както за подготовката им за внедряване на изследовател-
ския подход, така и за формиране на знания и умения за формулиране и
решаване на задачи от тип PISA. Причината е, че използването на гото-
ви дигитални ресурси, както и модифицирането им, са важен елемент от
подготовката за справяне със задачи, давани на PISA.

Тези образователни ресурси могат да служат за самоподготовка на
ученици за олимпиади и за състезания (Chehlarova 2020), особено в он-
лайн състезания като „VIVA Математика с компютър“ и „Тема на месеца“
(Gachev et al. 2023).

Такива образователни ресурси са подходящи за работа в STEAM цент-
ровете. При използване на записа STEAM(2) за отбелязване на броя на
предметните области, които са включени в конкретно STEAM обучение,
в случая се имат предвид математика и технологии, а при използване
на диаграмите на Вен от 5 групи това е визуализирано с оцветяване или
именоване на съответната област (Chehlarova 2024).

Използването на олимпийски задачи е подходящо и за усвояване на
софтуера. Тази задача е използвана за формиране на знания и умения за
използване на GeoGebra от студент по време на практиката му в Инсти-
тута по математика и информатика на Българската академия на науките
по програмата на МОН „Студентски практики“ през 2013 г.

4. Заключение
Състезателната геометрия може да бъде развивана чрез софтуер като

GeoGebra. Изследването на конструкции води до открития на непознати
факти или до съставянето на оригинални и трудни задачи, подходящи
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за състезания. Наличието на точен и интерактивен чертеж позволява
разкриването на повече помощни факти, частни случаи и следствия. Из-
следването на вече давани на олимпиади задачи подпомага учениците в
подготовката за участия в следващи състезания, помага за разширяване
на броя на учениците, които се докосват до олимпийски задачи.

Разкриването на функционалността на файл с конструкция като раз-
глежданата, формулирането на хипотези, откриването на идея за реше-
ние, онагледяването на решение са елементи, формирането на които е
важно за извършването на изследователска дейност по математика при
използването на дигитални технологии. Такива дигитални образователни
ресурси позволяват включването на олимпийски задачи както в нефор-
малното, така и във формалното образование по математика и информа-
ционни технологии.
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COMPUTER MODELS OF ONE
MATHEMATICAL OLYMPIAD PROBLEM

Abstract. Dynamic computer models of a geometry problem from
the 23rd Balkan Mathematical Olympiad in 2006 are presented. Ideas
for their use are described: for providing conditions for research work
and formulating hypotheses, for discovering an idea for solving, for
presenting a solution, for learning the software through tasks. A ref-
erence is made to dynamic computer models of other Olympiad tasks
provided in the Virtual Mathematics Laboratory developed in the In-
stitute of Mathematics and Informatics at the Bulgarian Academy of
Sciences. The possibility of their usage in both informal and in formal
education in mathematics and information technologies is discussed.

Keywords : inquiry-based learning; mathematical Olympiad; Ge-
oGebra; computer models
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