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Резюме. В настоящата публикация се извеждат формули за разстояния-
та от три забележителни точки в четириъгълника до върховете, средите на 
страните и диагоналите му. Те се прилагат за доказателството на редица не-
равенства, свързващи дължините на страните и диагоналите на произволен 
четириъгълник, за установяване колинеарността на тези забележителни точки 
с други точки в определени видове четириъгълници и за откриването на едно 
интересно свойство на центъра на тежестта на вписан в окръжност четириъ-
гълник.

Ключови думи: четириъгълник; забележителни точки; неравенства; меди-
център; Ойлерова окръжност

Брокарианите на четириъгълника и точката му на Микел са сходни по-
между си забележителни точки, които се характеризират с много и разно-
образни свойства (Haimov, 2001), (Haimov, 2005). Сходството помежду им, 
както ще видим, се потвърждава и от съществуването на идентични фор-
мули за разстоянията от тях до върховете на четириъгълника и до средите 
на страните и диагоналите му. При това тези формули се извеждат по един 
и същи начин както за брокарианите, така и за точката на Микел. Той се 
основава на подобието на триъгълници, свързани с тези точки със опреде-
лени триъгълници с върхове измежду средите на страните и диагоналите 
на четиръгълника. Изведените формули ще използваме за получаването на 
редица неравенства, свързващи дължините на страните и диагоналите на 
произволен четириъгълник, за установяването колинеарността на брокари-
аните и точката на Микел с други точки в някои видове четириъгълници и 
за доказателството на едно свойство на центъра на тежестта на вписан в 
окръжност четириъгълник.
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1. Разстояния, свързани с брокарианите на четириъгълник. Най-на-
пред ще припомним определението на брокарианите в четириъгълник, дадено 
в (Haimov, 2001).

Определение. Нека ABCD  е изпъкнал четириъгълник и пресечната точка 
на диагоналите му е T . Втората обща точка 1K  на описаните около триъгъл-
ниците ABT и CDT окръжности се нарича брокариана, съответна на страните 
AB  и CD  (фиг. 1).

Аналогично се дефинира и брокарианата 2K , съответна на страните AD  
и BC  (фиг. 2). От (Haimov, 2001) е известно следното

Свойство 1. Изпълнени са следните подобия на триъгълници: 
1 1~AK B CK D∆ ∆  и 1 1~AK C BK D∆ ∆  (фиг. 1).

Както ще видим, триъгълниците, участващи в свойство 1, са подобни още и 
с определени триъгълници, върховете на които са измежду средите на страни-
те и диагоналите на четириъгълника. Да се условим средите на страните AB ,  
BC , CD  и DA  на четириъгълника ABCD  да бележим съответно с 1E ,  

2E , 3E  и 4E , а средите на диагоналите му AC  и BD  – съответно с E  и F  
(фиг. 1, 2). Добре известно е, а и лесно се доказва, че трите отсечки 1 3E E ,  

4 2E E  и EF , които ще наричаме средни отсечки на четириъгълника, се пре-
сичат в една точка G , която ги разполовява (фиг. 1, 2). Тя се нарича център 
на тежестта (медицентър) на четириъгълника. Да се условим още дължи-
ните на страните AB , BC , CD  и DA  на разглеждания четириъгълник да 
бележим съответно с a , b , c  и d , дължините на диагоналите AC  и BD  
– съответно с m  и n , и дължините на отсечките 4 2E E , 1 3E E  и EF  – съот-
ветно с 1l , 2l  и 3l  (фиг. 1, 2). Освен това ще предполагаме, че разглежданият 
четириъгълник ABCD  няма двойка успоредни страни.

                        Фигура 1                                          Фигура 2
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В началото ще докажем следното
Свойство 2. Изпълнено е следното подобие на триъгълници: 

1 4 2 3~ABK E E E∆ ∆  (фиг. 1).
Доказателство. Брокарианата 1K  лежи на описаната около ABT∆  ок-

ръжност (по определение). Затова 1AK B ATB=   (вписани ъгли). От 
друга страна, понеже 4 3E E AC  и 2 3E E BD  (средни отсечки), имаме 

4 3 2E E E ATB=  . Сравнявайки последните две равенства, получаваме 
1 4 3 2AK B E E E=  . Същевременно от свойство 1 имаме 1 1~AK C BK D∆ ∆ , 

откъдето 1

1

AK AC
BK BD

= . Тъй като 4 3
1
2

E E AC=  и 2 3
1
2

E E BD= , то 4 3

2 3

E E AC
E E BD

= .  

Като сравним последните две равенства, получаваме 4 31

1 2 3

E EAK
BK E E

= . От това 

равенство и установеното по-рано 1 4 3 2AK B E E E=   заключаваме, че 
1 4 2 3~ABK E E E∆ ∆ . Така доказахме желаното подобие.

С помощта на свойство 2 се получават прости формули за разстоянията от 
брокарианите до върховете на четириъгълника.

Свойство 3. За разстоянията от върховете на ABCD  до брокарианите 
1K  и 2K  са изпълнени следните равенства:

( )1 	
1 1 1 1

1 1 1 1

2 2 2 2
2 2 2 2

, , , ,
2 2 2 2

, , , .
2 2 2 2

am an cm cnAK BK CK DK
l l l l

dm bn bm dnAK BK CK DK
l l l l

= = = =

= = = =

Доказателство. От свойство 2 имаме 1 4 2 3~ABK E E E∆ ∆  (фиг. 1). Зато-

ва 1

4 3 4 2

AK AB
E E E E

= , т.е. 4 3
1

4 2

.AB E EAK
E E

= . Като вземем предвид, че AB a= , 

4 3 2
mE E =  и 4 2 1E E l= , получаваме 1

12
amAK

l
= , което е първото от равенства-

та ( )1 . Останалите равенства се доказват аналогично.
С помощта на свойство 2 се получават и формули за разстоянията от бро-

карианите К1 и К2 до средите на страните на четириъгълника ABCD .
Свойство 4. За разстоянията от брокарианите 1K  и 2K  до средите на 

страните на ABCD  са изпълнени следните равенства:

( )2 	 2
1 1

12
alK E

l
= , 2

1 3
12

clK E
l

= , 1
2 4

22
dlK E
l

= , 1
2 2

22
blK E
l

= .
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Доказателство. От свойство 2 следва, че триъгълниците 1ABK  и 4 2 3E E E  
са подобни (фиг. 1). В тях 1 1K E  и 3E G  са медиани към съответните страни 

AB  и 4 2E E . Затова 31 1

4 2

E GK E
AB E E

= , т.е. 3
1 1

4 2

.AB E GK E
E E

= . Като вземем пред-

вид, че AB a= , 2
3 1 3

1
2 2

lE G E E= =  и 4 2 1E E l= , получаваме 2
1 1

12
alK E

l
= , 

което е първото от равенствата ( )2 . Останалите равенства се доказват ана-
логично.

Ще използваме още едно подобие на триъгълници, свързани с брокари-
аните. За доказателството му ще ни послужи следното свойство, доказано в 
(Haimov, 2005).

Свойство 5. Брокарианите 1K  и 2K  лежат на една окръжност ( )c  със 
средите E  и F  и пресечната точка T  нa диагоналите AC  и BD , като са 
изпълнени равенствата 

1 2

1 2

K E K E AC
K F K F BD

= = .

Окръжността ( )c  наричаме Брокарова окръжност на четириъгълника 
(фиг. 3). Изпълнено е следното:

Свойство 6. Изпълнено е следното подобие на триъгълници: 
1 1~EFK ABK∆ ∆  (фиг. 3).

Доказателство. От свойство 5 имаме имаме 1

1

K E AC
K F BD

= . Като използ-

ваме формулите ( )1 , получаваме 1 1

1 1

2.
2

AK lam m AC
BK l an n BD

= = = . Сравня-

вайки последните две равенства, получаваме 1 1

1 1

K E AK
K F BK

= . От друга стра-

на, 1AK B ATB=   (понеже брокарианата 1K  лежи на описаната около 

ATB∆  окръжност), т.е. 1AK B ATB ETF= =   . Същевременно EK1F 
= ETF (вписани ъгли). Сравнявайки последните две равенства, получаваме 

1 1AK B EK F=  . Като вземем предвид и доказаната пропорция, се убежда-
ваме, че 1 1~EFK ABK∆ ∆ .
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              Фигура 3                                                         Фигура 4

С помощта на доказаното свойство се получават прости формули за раз-
стоянията от брокарианите 1K  и 2K  до центъра на тежестта G  на четириъ-
гълника ABCD .

Свойство 7. Изпълнени са равенствата:

( )3 	 2 3
1

12
l lK G

l
= , 1 3

2
22

l lK G
l

= .

Доказателство. Според свойство 6 триъгълниците 1EFK  и 1ABK  са 
подобни (фиг. 3). В тях 1K G  и 1 1K E  са медиани към съответните страни 

EF  и AB , затова 1

1 1

K G EF
K E AB

= , т.е. 1 1
1

.K E EFK G
AB

= . Като вземем пред-

вид, че 2
1 1

12
alK E

l
= , 3EF l=  и AB = a, получаваме 3 2 32

1
1 1

.
2 2

l l lalK G
l a l

= =  

3 2 32
1

1 1
.

2 2
l l lalK G

l a l
= = . С това е доказано първото от равенствата ( )3 . Анало-

гично се доказва и другото равенство.
Сега ще докажем подобия на триъгълници, свързани с брокарианите, с оп-

ределени триъгълници с върхове измежду средите на страните и диагоналите 
на четиръгълника, от които следват формули за разстоянията на брокарианите 
до средите на дигоналите.

Свойство 8. Изпълнено е следното подобие на триъгълници: 
1 2 4~ACK E E E∆ ∆  (фиг. 4).

Доказателство. Означаваме пресечната точка на продълженията на стра-
ните BA  и CD  с V  (фиг. 4). От свойство 1 имаме 1 1~ABK CDK∆ ∆ . От-
тук 1 1K AB K CD=  , т.е. 1 1K AB K CV=  . Тогава четириъгълникът 
AVCK1 е вписан в окръжност, затова AK1C = 180º – AVC. От друга страна,  
E4E ǁ DC и EE2 ǁ AB (средни отсечки), откъдето следва, че  
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4 2 180E EE AVC= °−  . Сравнявайки последните две равенства, получа-
ваме 1 4 2AK C E EE=  . Същевременно от подобието 1 1~ABK CDK∆ ∆  (по 

свойство 1) имаме още 1

1

AK AB
CK CD

= . Като вземем предвид, че 2
1
2

EE AB=  

и 4
1
2

E E CD= , получаваме 2

4

EE AB
E E CD

= . Сравнявайки последните две ра-

венства, получаваме 1 2

1 4

AK EE
CK E E

= . Сега от полученото по-горе равенство 

1 4 2AK C E EE=   следва, че 1 2 4~ACK E E E∆ ∆ .
Свойство 9. Разстоянията от брокарианите до средите E  и F  на диа-

гоналите AC  и BD  се определят по формулите:

( )4 	 3
1

12
mlK E

l
= , 3

1
12

nlK F
l

= , 3
2

22
mlK E

l
= , 3

2
22

nlK F
l

= .

Доказателство. Според свойство 8 триъгълниците 1ACK  и 2 4E E E  са по-
добни (фиг. 4). В тях 1K E  е EG  са медиани към съответните страни AC  

и 4 2E E . Затова 1

4 2

K E EG
AC E E

= . Като вземем предвид, че AC m= , 3

2
lEG =  

и 4 2 1E E l= , получаваме 3
1

4 2 1

.
2
mlAC EGK E

E E l
= = , което съвпада с първото от 

равенствата ( )4 . Останалите равенства ( )4  се доказват аналогично.
С помощта на доказаните равенства ( )4  се получава формула за разстоя-

нието между самите брокариани 1K  и 2K .
Свойство 10. Разстоянието между брокарианите 1K  и 2K  се пресмята 

по формулата:

( )5 	 3
1 2

1 22
mnlK K

l l
= .

Доказателство. Точките 1K  и 2K  според свойство 5 лежат на една окръж-
ност ( )c  с точките E  и F  (фиг. 3). От теоремата на Птоломей за вписания 
четириъгълник 2 1EK FK  имаме K1K2.EF = K1E.K2F + K1F.K2E. Като заместим 
с равенствата (4), получаваме формулата (5).
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2. Разстояния, свързани с точката на Микел на четириъгълник. Сега 
ще разгледаме формули, аналогични на горните, но за разстоянията от точката 
на Микел до върховете на четириъгълника и до средите на страните му.

Нека ABCD е четириъгълник, в който продълженията на страните AD и 
BC се пресичат в точка U, а продълженията на страните AB и DC – в точка V. 
Доказва се, че описаните окръжности около триъгълниците ABU, CDU, ADV 
и BVC се пресичат в една точка M (фиг. 5). Тя се нарича точка на Микел на 
четириъгълника ABCD. В (Nenkov, Stefanov & Haimov, 2017) е доказано след-
ното свойство на точката на Микел.

Свойство 11. Изпълнени са следните подобия на триъгълници: 
~ABM CDM∆ ∆  и ~ADM BCM∆ ∆  (фиг. 6).

Както ще видим, триъгълниците, участващи в тези подобия, са подобни 
още с определени триъгълници с върхове измежду средите на страните и ди-
агоналите на четириъгълника.

Свойство 12. Изпълнени са следните подобия на триъгълници: 
3~ABM EFE∆ ∆  и 2~ADM EFE∆ ∆  (фиг. 5).

                              Фигура 5                                      Фигура 6

Доказателство. От свойство 11 имаме ~ADM BCM∆ ∆ . Оттук след-

ва, че 
AM AD
BM BC

=  (фиг. 5). Същевременно 3
1
2

EE AD=  и 3
1
2

FE BC=  

(средни отсечки), затова 3

3

EE AD
FE BC

= . От последните две равенства получа-

ваме 3

3

EEAM
BM FE

= . От друга страна, точката на Микел M за четириъгълни-

ка ABCD  лежи върху описаната около ABU∆  окръжност (по определе-
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ние), откъдето имаме AMB = AUB. Същевременно EE3 ǁ AD и FE3 ǁ BC,  
затова EE3F = AUB. От последните две равенства получаваме 

3AMB EE F=  . Оттук и от полученото по-горе равенство 3

3

EEAM
BM FE

=  

следва, че 3~ABM EFE∆ ∆ . Така доказахме първото от желаните подобия. 
Аналогично се доказва 2~ADM EFE∆ ∆ .

С помощта на доказаните подобия се получават формули за разстоянията 
от точката на Микел M до върховете на четириъгълника.

Свойство 13. За разстоянията от точката на Микел M до върховете на 
ABCD  са изпълнени следните равенства:

( )6 	
32

adMA
l

= , 
32

abMB
l

= , 
32

bcMC
l

= , 
32

cdMD
l

= .

Доказателство.  От свойство 12 следва, че триъгълниците ADM  и 

2EFE  са подобни (фиг. 5). Следователно 2EEMA
AD EF

= . Оттук получаваме 
2

3

.
2

AD EE daMA
EF l

= = , с което е доказано първото от равенствата (6). Оста-

налите се доказват аналогично.
С помощта на свойство 12 се получават формули и за разстоянията от точ-

ката на Микел M до средите на страните на четириъгълника.
Свойство 14. За разстоянията от точката на Микел до средите на стра-

ните на ABCD  са изпълнени следните равенства:

( )7 	 2
1

32
alME

l
= , 1

2
32

blME
l

= , 2
3

32
clME
l

= , 1
4

32
dlME
l

= .

Доказателство. От свойство 12 следва, че триъгълниците ABM  и 3EFE  са по-

добни (фиг. 6). В тях ME и E3G са медиани към съответните страни AB и EF. Следова-

телно 31 E GME
AB EF

= . Оттук получаваме 3 2
1

3

.
2

AB E G alME
EF l

= = , с което е доказано 

първото от равенствата (7). Останалите равенства (7) се доказват аналогично.
Сега ще изведем формули за разстоянията от точката на Микел M до цен-

търа на тежестта G и до брокарианите K1 и K2 на четириъгълника ABCD. Ще 
ни бъде нужно следващото твърдение, доказано в (Stefanov, 2017).

Свойство 15. Ако продълженията на страните AB и DC на четири
ъгълника ABCD се пресичат в точка V, то брокарианата K1 и точката на 
Микел M лежат на една окръжност със средите E1 и E3 на страните AB и 
DC и точката V (фиг. 7).
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Тази окръжност се нарича Брокарова окръжност, съответна на страните AB 
и CD. С помощта на това твърдение се получава следната формула за разстоя-
нието от точката на Микел M до брокарианата K1.

                     Фигура 7                                                          Фигура 8

Свойство 16. За разстоянието между точката на Микел M и брокари-
аната 1K  е изпълнена формулата:

(8)	 2
1

1 32
aclMK
l l

= .

Доказателство. Тъй като според свойство 15 точките 1E , 1K , 3E  и M  
лежат на една окръжност (Брокаровата окръжност), съответна на страните 
AB  и CD , то от теорема на Птоломей за четириъгълника 1 1 3E K E M  имаме  

MK1.E1E3 = K1E1.ME3 + K1E3.ME1 (фиг. 7). Сега след заместване с равенствата 
( )2  и ( )7  получаваме ( )8 .

Забележка 1. Аналогично сe доказва равенството:

( )9 	 1
2

2 32
bdlMK
l l

=

Свойство 17. За разстоянието между точката на Микел M  и центъра 
на тежестта на четириъгълника ABCD  е изпълнена формулата:

( )10 	 1 2

32
l lMG

l
= .

Доказателство. Ще докажем, че 1 3 ~E E M BCM∆ ∆  (фиг. 8). От свойство 11  
имаме ~ABM DCM∆ ∆ . В тези триъгълници ME1 и ME3 са съответни медиа­

ни MB и MC – съответни страни. Следователно 1

3

ME BM
ME CM

= . От друга страна, 
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точката M  лежи на описаната около BCV∆  окръжност (по определение), 
затова BMC BVC=  . Същевременно точките 1E , 3E , M  и V  лежат на 
Брокаровата окръжност на ABCD , съответна на страните AB  и CD  (по 
свойство 15). Следователно 1 3 1 3E ME E VE BVC= =   . От последните 

две равенства получаваме 1 3E ME BMC=  . Оттук и получената по-ра-

но пропорция 1

3

ME BM
ME CM

=  следва, че 1 3 ~E E M BCM∆ ∆ . В тези триъгъл-

ници MG  и 2ME  са медиани към съответните страни 1 3E E  и BC . Зато-

ва 2

1 3

MEMG
E E BC

= . Като използваме (7), получаваме 2 1 3 1 2

3

.
2

ME E E l lMG
BC l

= = .  

С това равенството ( )10  e доказано.
3. Някои неравенства в четириъгълника. С помощта на изведените фор-

мули ( )1  – ( )10  ще получим редица неравенства в произволен четириъгъл-
ник ABCD , свързващи дължините на страните и диагоналите му.

                    Фигура 9                                                          Фигура 10

Свойство 18. Страните и диагоналите на четириъгълника ABCD  са 
свързани с неравенството:

( )11 	 2 2 2 2 2m n b d ac+ ≤ + + .
Доказателство. Към тройката точки M , 1K  и G  прилагаме неравенството 

на триъгълника и получаваме 1 1MG MK K G≤ +  (фиг. 9). От равенствата ( )10  и 

( )8  следва 2 31 2 2

3 1 3 12 2 2
l ll l acl

l l l l
≤ +  или 2 2

1 3l ac l≤ + . Като вземем предвид формулата 

на Ойлер за разстоянието между средите на диагоналите на четириъгълник има-

ме ( )2 2 2 2 2 2 2
3

1
4

l a b c d m n= + + + − −  и ( )2 2 2 2 2 2 2
1

1
4

l a c m n b d= + + + − − . 

След заместване на тези равенства в последното неравенство получаваме (11).
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Забележка 2. Лесно се доказва, че в (11) равенство имаме само за четири-
ъгълник, в който ABǁCD.

Свойство 19. Страните и диагоналите на четириъгълника ABCD  са 
свързани с неравенствата:

( )12  
( ) ( )2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

ad bc ad bc
m n a b c d m n

m m
− +

+ + ≤ + + + < + + .

Доказателство. Към тройката точки A, C и M прилагаме неравенство-
то на триъгълника и вземаме предвид факта, че M не може да лежи на ди-
агонала AC (следва от определението на точката M). Така получаваме 

AM CM AC AM CM− ≤ < +  (фиг. 10). След заместване на равенствата (6) 

имаме 
3 3 3 32 2 2 2

ad bc ad bcm
l l l l
− ≤ < +  или 32

ad bc ad bcl
m m
− +

≤ < . Сега от ра-

венството ( )2 2 2 2 2 2 2
3

1
4

l a b c d m n= + + + − − , което беше отбелязано по-го-

ре, получаваме неравенството (12).

Забележка 3. Лявото от неравенства (12) представлява усилване на извест-
ното неравенство в четириъгълника m2 + n2 ≤ a2 +b2 + c2 + d2.

Забележка 4. Равенството в (12) се достига при условие, че ABC = ADC 
(виж Haimov, 2007).

Забележка 5. Неравенства (12) остават в сила и ако в тях се извърши коя 
да е от замените: m↔n и a↔c; a↔m и c↔n; d↔n и b↔m. Доказателствата на 
получените при тези замени неравенства се получават, като приложим нера-
венството на триъгълника съответно към тройките точки B,D и M; A, B и K2; 
B, C и K1.

                 Фигура 11                    Фигура 12                   Фигура 13
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Свойство 20. Страните и диагоналите на четириъгълника ABCD са свър-
зани с неравенствата:

( )13  

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 .

a m n b d a c d m n a c b d

n a b c d m n

a m n b d a c d m n a c b d

+ + + − − − + + + − − ≤

≤ + + + − − ≤

≤ + + + − − + + + + − −
Доказателство. Към тройката точки K1, E1 и F прилагаме неравен-

ството на триъгълника и получаваме 1 1 1 1 1 1 1K E FE K F K E FE− ≤ ≤ +  

(фиг. 11). От равенствата (2) и (4) следва 32 2

1 1 12 2 2 2 2
nlal ald d

l l l
− ≤ ≤ +  или  

|al2 – dl1| ≤ nl3 ≤ al2 + dl1. Като заместим с равенствата 

( )2 2 2 2 2 2 2
1

1
4

l m n a c b d= + + + − − , ( )2 2 2 2 2 2 2
2

1
4

l m n b d a c= + + + − −  и 

( )2 2 2 2 2 2 2
3

1
4

l a b c d m n= + + + − − , получаваме неравенствата (13).

Забележка 6. Неравенства (13) остават в сила и ако в тях се извърши една 
от замените: m n↔  и b d↔ ; c a↔  и b d↔ ; m n↔  и a c↔ ; a b↔  и 
c d↔ . Доказателствата на получените по този начин неравенства се извърш-
ват, като неравенството на триъгълника се приложи съответно към тройките 
точки 1K , 1E  и D ; 1K , A  и 3E ; 1K , B  и 3E ; A , 2K  и 2E .

По подобен начин се доказват и неравенствата:

( ) ( )
( )

( ) ( )

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 .

ac m n b d a c bd m n a c b d

mn a b c d m n

ac m n b d a c bd m n a c b d

+ + + − − − + + + − − ≤

≤ + + + − − ≤

≤ + + + − − + + + + − −

( )( )

( )( )

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2

2 2 .

b m n a c b d a m b a b c d m n

ad

b m n a c b d a m b a b c d m n

+ + + − − − + − + + + − − ≤

≤ ≤

≤ + + + − − + + − + + + − −
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( )

( )

2
2 2 2 2 2 2

2
2 2 2 2 2 2

2 2

2
2 2 2 2 2 2

2
2 2 2 2 2 2

2

2 2

2
.

cm a b d m n a c
a

a c m n b d

m b

cm b d m n a c
a

a c m n b d

− + + + − −
+ ≤

+ + + − −

≤ + ≤

+ + + + − −
≤ +

+ + + − −
Ще докажем още две неравенства в произволен четириъгълник, които се 

получават с помощта на неравенството на инерционния момент.
Свойство 21. Страните и диагоналите на четириъгълника ABCD  са 

свързани с неравенството:

( )14 	
 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
2 2 2

3 a m a n n c
a c m n b d

a d n
 

     
 

 .

Доказателство. Прилагаме неравенството на инерционния момент към точ-

ката 1K  в ABD∆  и получаваме ( )2 2 2 2 2 2
1 1 1

1
3

AK BK DK AB AD BD+ + ≥ + +  

(фиг. 12). След заместване с помощта на равенствата ( )1  получаваме: 

( )
2 2 2 2 2 2

2 2 2
2 2 2

1 1 1

1
4 4 4 3

a m a n c n a d n
l l l

+ + ≥ + + . Оттук, като вземем предвид ра-

венството, което свързва 1l  със страните и диагоналите на четириъгълника 
ABCD , получаваме ( )14 .

Свойство 22. Страните и диагоналите на четириъгълника ABCD  са 
свързани с неравенството:

( )15  ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2

2 2

15 12 3
6 2

d m b n m a b c m n
m n b d a c

a b
+ + + + − −

+ + + ≤ + +
+

.

Доказателство. Прилагаме неравенството на инерционния момент към 

точката K2 в AEB∆  и получаваме ( )2 2 2 2 2 2
2 2 2

1
3

AK BK EK AB AE BE+ + ≥ + +  

(фиг. 13). От равенствата ( )1 , ( )4  и 2 2 22 2BE a b m= + −  (като медиана 
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в ABC∆ ) следва ( )
2 22 2 2 2 2

2 2 2 23
2 2 2
2 2 2

13 2 2
4 4 4 4 4

m ld m b n ma a b m
l l l

 
+ + ≥ + + + − 

 
. 

Оттук, като вземем предвид равенствата, които свързват 2l  и 3l  със страните 
и диагоналите на четириъгълника ABCD , получаваме ( )15 .

По аналогичен начин се доказват и неравенствата:

( )( ) ( )
( )( )

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 3

2 2 ,

d m b n m n a c b d m n a b c d m n

a m n b d a c m n b d a c

+ + + + − − + + + + − − ≥

≥ + + + − − + + + − −

( ) ( )4 2 2 4 2 2 2
1 1 2 212 6 2l l l l m n m+ + ≥ + ,

( )4 4 4 4 4 4 2 2 4 2 2 4 2 2 4
2 3 3 1 1 2 3 2 13 l l l l l l m n l a c l b d l+ + ≥ + +

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 3 1 23 4a l c l n l l l b d+ + ≥ + + .

4. Колинеарни точки в някои специални четириъгълници. С помощта 
на формулите ( )1  – ( )10  се установява лесно и колинеарността на точки в 
четириъгълници с определени свойства.

Свойство 23. Нека ABCD е изпъкнал четириъгълник, центърът на те-
жестта G на който лежи върху Ойлеровата окръжност на ABC. Следни-
те шест тройки точки са колинеарни: (K1, K2, B), ( )1 1, ,K E E , ( )2 2, ,E K E , 
( )1, ,K C M , ( )2,A K M , ( )1 2, ,E E M  (фиг. 14).

Доказателство. Първо ще докажем, че в разглеждания четириъгълник 
ABCD   е изпълнена зависимостта:
( )16 	 2 3 1al ml bl= + .
Центърът на тежестта G  на четириъгълника ABCD  по условие лежи на 

Ойлеровата окръжност на ABC∆  (фиг. 14). Последната е определена от точ-
ките 1E , 2E  и E . От теоремата на Птоломей за четириъгълника 2 1EGE E  има-

ме: 1 2 1 2 1 2. . .E G EE E E EG EE GE= + . Тъй като 2
1 2

lE G = , 2 2
aEE = , 1 2 2

mE E = ,  

3

2
lEG = , 1 2

bEE =  и 1
2 2

lGE = , последното равенство преминава в ( )16 .
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                    Фигура 14                                                          Фигура 15

За да докажем, че точките 1K , 2K  и B  лежат на една права, е достатъч-

но да докажем, че 1 2 2 1K K K B K B+ = . От ( )5  и ( )1  имаме 3
1 2

1 22
mnlK K

l l
= ,  

2
22

bnK B
l

=  и 1
12

anK B
l

= . Затова последното равенство е равносилно с 

3

1 2 2 12 2 2
mnl bn an

l l l l
+ = . Оттук получаваме ( )16 . Така доказахме колинеарността 

на точките 1K , 2K  и B .
Аналогично колинеарността на точките 1K , E  и 1E  се свежда до равен-

ството 1 1 1 1K E EE K E+ = , което отново води до равенство ( )16 .
Аналогично се доказва колинеарността и на останалите тройки точки.
Свойство 24. Ако в четириъгълника ABCD  диагоналът BD  разполовява 

диагонала AC  и 2
1 3l nl= , точките 3E , 1K  и 2E  са колинеарни.

Доказателство. От свойства 1 и 8 имаме съответно 1 1~AK C BK D∆ ∆  и 
1 2 4~ACK E E E∆ ∆  (фиг. 15). Следователно 1 2 4~BK D E EE∆ ∆ . Понеже 1K F  

и EG  са съответни медиани в тези триъгълници, а 1K D  и 4EE  – съответни 
страни, то 1 4~DFK E GE∆ ∆ , откъдето

( )* 	 1 4DFK E GE=  .
Средата E  на диагонала AC  лежи на диагонала BD  (по условие) и 

G  е средата на отсечката EF . Тъй като F е средата на диагонала BD, то 
и G  лежи на BD . От друга страна, 1 4E E BD  (средна отсечка) и затова 

1 4E E GE . Оттук 4 4 1E GE GE E=  . От последното равенство и ( )*  след-
ва 1 4 4 1DFK E GE GE E= =   , т.е.

( )** 	 1 4 1DFK GE E=  .
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От свойства 1 и 2 от друга страна имаме  
1 1 2 3 4 4 1 2~ ~DK C BK C E E E E E E∆ ∆ ∆ ≅ ∆A1 1 2 3 4 4 1 2~ ~DK C BK C E E E E E E∆ ∆ ∆ ≅ ∆ , т.е. 1 4 1 2~DK C E E E∆ ∆ . От-

тук 1 1 4 2K DC E E E=  , т.е. 1 3 4 1K DE GE E=  . От ( )**  и последно-
то равенство получаваме 1 4 1 1 3DFK GE E K DE= =   . Сега ще дока-
жем, че 1 1 3~DFK K DE∆ ∆ . От току-що полученото равенство следва, 

че за това е достатъчно да докажем пропорцията 
31

1

DEFK
FD DK

= . Поне-

же 3
1

12
nlFK

l
=  (от ( )4 ), 1

12
ncDK
l

=  (от ( )1 ), 
2
nFD =  и 3 2

cDE = , то тази 

пропорция е еквивалентна с равенството 3 1

1

22. .
2 2
nl lc

l n nc
= , т.е. с равенство-

то 2
1 3l nl= , което е изпълнено условие. Следователно 1 1 3~DFK K DE∆ ∆ ,  

откъдето получаваме 1 1 3FDK DK E=  . Затова 3 1E K DB . Освен това 
3 2E E DB  (средна отсечка). Оттук можем да заключим, че точките 3E , 1K  

и 2E  са колинеарни.

                    Фигура 16                                                          Фигура 17

Свойство 25. Ако в четириъгълник ABCD  с пресечна точка на диагона-

лите T  и са изпълнени равенствата 
m c
n a
=  и ABD DCA ATB+ =   , 

точките 1K , T  и 4E  са колинеарни.
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Доказателство. Означаваме пресечната точка на правите 1TK  и AD  с 
P  (фиг. 16). За да докажем, че точките 1K , T  и 4E  са колинеарни, е дос-
татъчно да докажем, че 4P E≡ . Първо ще докажем, че 1 1~AK D BK A∆ ∆ .  

С помощта на формули ( )1  получаваме 1 1

1 1

2.
2

DK lnc nc
AK l ma ma

= = . Но по ус-

ловие 
2

2
c m
a n
= , затова 1

1

DK m
AK n

= . Същевременно с помощта на ( )1  по-

лучаваме 1 1

1 1

2.AK lma m
BK l na n

= = . Като сравним десните части на полу-

чените равенства, установяваме пропорцията 1 1

1 1

DK AK
AK BK

= . От друга 

страна, K1 е втората обща точка на описаните окръжности c1 и c2 съответ-
но за ABT и CDT (по дефиниция), затова четириъгълниците AK1TB и 
DK1TC са вписани. Оттук имаме 1AK P ABT=   и 1DK P DCT=  .  
Тогава 1 1 1AK D AK P DK P ABT DCT ATB= + = + =     . Но по ус-
ловие ABT DCT ABD DCA ATB+ = + =     , следовател-
но 1AK D ABT DCT ATB= + =    . Като вземем предвид, че 

1ATB BK A=   (вписани ъгли), получаваме 1 1AK D BK A=  . Оттук и 

доказаната пропорция 1 1

1 1

DK AK
AK BK

=  следва 1 1~AK D BK A∆ ∆ . От това подо-

бие имаме 1 1DAK ABK=  . По теоремата за вписан и периферен ъгъл от 
последното равенство следва, че правата AD  се допира до описаната около 

1ABK∆  окръжност 1c . Тогава 2
1.PA PK PT=  (от свойството на секущите и 

допирателната). От 1 1~AK D BK A∆ ∆  имаме още, че 1 1ADK BAK=  . Ос-
вен това 1 1BAK DTK=   (от вписания четириъгълник 1ABTK ). Следова-
телно 1 1ADK DTK=  . Оттук можем да заключим, че правата AD  се допи-
ра и до описаната около 1DK T∆  окръжност 2c . Така получаваме PD2=PK1PT. 
Като сравним това равенство с полученото по-горе 2

1.PA PK PT= , получава-
ме PA PD= . Следователно P  е средата на AD , т.е. 4P E≡ . С това е доказа-
но, че точките K1, T и E4 са колинеарни.

Накрая ще докажем едно интересно свойство на центъра на тежестта на 
вписания в окръжност четириъгълник. Ще използуваме следащото свойство 
на брокарианите и точката на Микел, доказано в (Haimov, 2001).

Свойство 26. Ако четириъгълникът ABCD  е вписан в окръжност с цен-
тър O  и продълженията на страните AD  и BC  се пресичат в точка U ,  
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а продълженията на страните AB  и DC  – в точка V , то 1 2K K M∆  е ор-
тоцентричният триъгълник за UOV∆  (фиг. 17).

От това свойство, в частност, следва, че описаната около 1 2K K M∆  окръж-
ност е Ойлеровата окръжност за UOV∆ .

Свойство 27. Ако четириъгълникът ABCD  е вписан в окръжност с цен-
тър O  и продълженията на страните AD  и BC  се пресичат в точка U, 
а продълженията на страните AB  и DC  – в точка V , то центърът на 
тежестта G  за ABCD  лежи върху Ойлеровата окръжност на UOV∆  
(фиг. 17).

Доказателство. За да докажем, че точката G  лежи върху Ойлеровата ок-
ръжност на UOV∆ , т.е. на описаната около 1 2K K M∆  окръжност, то според 
обобщената теорема на Птоломей е достатъчно да докажем равенството:

( )17 	 1 2 1 2 2 1. . .GM K K GK MK GK MK= + .

От свойства ( )3 , ( )5 , ( )8  и ( )10  следва, че ( )17  е еквивалентно с 

3 2 3 1 31 2 1 2

3 1 2 1 2 3 2 1 3

. . .
2 2 2 2 2 2

mnl l l l ll l bdl acl
l l l l l l l l l

= + . Последното е равносилно с равенство-

то mn bd ac= + . Но това равенство е изпълнено, защото четириъгълникът 
ABCD  e вписан в окръжност. Следователно е изпълнено и равенство ( )17 . 
Така доказахме, че центърът на тежестта G  на ABCD  лежи върху Ойлеро-
вата окръжност на UOV∆ .
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FORMULAES FOR THE DISTANCES FROM  
THE BROCARDIANS AND THE MIQUEL POINT  

IN A QUADRILATERAL TO ITS VERTICES  
AND THE MIDPOINTS OF ITS SIDES AND DIAGONALS

Abstract. Formulae are derived and presented for the distances to the vertices 
and the midpoints of the sides and diagonals of a quadrilateral from three of its 
notable points. They are used to prove some inequalities in the quadrilateral, 
connecting the lengths of its sides and diagonals. An interesting property of the 
centroid of a quadrilateral inscribed in a circle has been found too.

Keywords: quadrilateral; notable points; inequalities; centroid; Euler circle
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