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ЦИКЛОИДА

Аяпбергенов Азамат, Бокаева Молдир,
Чурымбаев Бекнур, Калдыбек Жансуйген

Областная специализированная школа-интернат  для одаренных детей с углубленным изуче-
нием различных предметов – Актау (Казахстан)

Аннотация. В данной статье представлены результаты работы подкоманды 
Казахстана – части международной команды учащихся. Она была создана 
для реализации сетевого исследовательского проекта «Энциклопедия 
замечательных плоских кривых: пишем сами». При выполнении заданий 
ученики проводили компьютерные исследования с помощью программных 
продуктов GeoGebra, Geometer’s Sketchpad и Maple. Для доказательства 
полученных гипотез использовался метод координат. Сетевое взаимодействие 
участников проекта проводилось в облачном сервисе Google.
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«Энциклопедия замечательных плоских кривых: пишем сами» – это меж-
дународный сетевой краутсорсинг – проект, который был предложен рос-
сийскими учеными: доцентом Г. А. Клековкиным и профессорами А. В. Яс-
требовым и В. Р. Майером в 2017 году. Идея проекта состояла в подготовке 
силами учащихся разных стран материалов для электронной энциклопедии. 
Для организации работы был создан сайт «Пишем сами». Отправной точ-
кой послужили статьи-матрицы, подготовленный руководителями проекта. 
Статьи-матрицы – это серии информационных и исследовательских задач, 
в результате решения которых должны быть найдены и систематизированы 
ранее известные в науке и получены новые результаты о какой-либо из заме-
чательных кривых. В конце сентября 2018 года мы приступили к работе над 
задачами статьи – матрицы «Циклоида», подготовленной профессором А. В. 
Ястребовым.

Основные результаты нашей работы.
1. Циклоида-плоская трансцендентная кривая. Циклоида определяется 

как траектория фиксированной точки производящей окружности, которая ка-
тится без скольжения по прямой (рис. 1). Название образовано от греческих 
слов κυκλος  (круг, окружность) и ειδος  (произхождение) – буквальный 
смысл „порожденная кругом”. Название ей дал – Галилей, которы первый 
изучал свойства этой кривой. В 1696 г. Иоганн Бернулли поставил задачу о 
кривой быстрейшего спуска – брахистохроне. Якоб Бернулли, Лейбниц, Ло-
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питаль и Ньютон решили эту задачу и доказали, что такой кривой является 
циклоида.

 
2. Циклоида и родственные циклоиды. Обобщением циклоиды является 

трохоида – траектория точки, связанной с кругом, катящимся по прямой, но 
находящейся на произвольном расстоянии d  от его центра. Если d r , то кривая 
называется укороченной циклоидой. Каждая ветвь ее имеет две точки перегиба (рис. 2). 

 
Если d r , то кривая называется удлиненной циклоидой. Она имеет так 

называемые узловые точки (рис. 3). 
 

 
Когда d r  циклоида называется еще обыкновеная или остроконечная циклоида 

(Рис. 1). 

Рис. 3 

Рис. 2 

Рис. 1 Рис. 1

2. Циклоида и родственные циклоиды. Обобщением циклоиды является 
трохоида – траектория точки, связанной с кругом, катящимся по прямой, но 
находящейся на произвольном расстоянии d от его центра. Если d r< , то 
кривая называется укороченной циклоидой. Каждая ветвь ее имеет две точки 
перегиба (рис. 2).
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Если d < r , то кривая называется удлиненной циклоидой. Она имеет так 
называемые узловые точки (рис. 3).

 
2. Циклоида и родственные циклоиды. Обобщением циклоиды является 

трохоида – траектория точки, связанной с кругом, катящимся по прямой, но 
находящейся на произвольном расстоянии d  от его центра. Если d r , то кривая 
называется укороченной циклоидой. Каждая ветвь ее имеет две точки перегиба (рис. 2). 

 
Если d r , то кривая называется удлиненной циклоидой. Она имеет так 

называемые узловые точки (рис. 3). 
 

 
Когда d r  циклоида называется еще обыкновеная или остроконечная циклоида 

(Рис. 1). 

Рис. 3 

Рис. 2 

Рис. 1 

Рис. 3

Когда d r=  циклоида называется еще обыкновеная или остроконечная 
циклоида (Рис. 1).

3. Параметрические уравнения циклоиды, укороченной и удлиненной 
циклоид. Выведем параметрические уравнения циклоиды. Примем прямую, 
по которой катится круг радиуса r , за ось абсцисс. Пусть в исходном положе-
нии вычерчивающая точка находилась в начале координат, а после того как круг 
повернулся на угол t , заняла положение M  (рис. 1). Имеем: x OS SP= − , 
y MS CP CN= = − . Вычисляя элементы написанных разностей, получим, что 

OP MP rt= = , sinSP MN r t= = , cosCN r t= . Подставляя найденные зна-
чения в формулы для x  и y , получим параметрические уравнения циклоиды:

( )1 	 sinx rt r t= − , cosy r r t= − .

Если d  – расстояние точки M  от центра катящейся окружности (рис. 2, 
3), аналогично получаются общие параметрические уравнения укороченной 
и удлиненной циклоиды в виде:

( )2 	 sinx rt d t= − , cosy r d t= − .
Уравнения ( )1  остроконечной циклоидой получаются от ( )2  при d r= .
4. Некоторые исследования циклоиды. Из уравнениях ( )2  следует, что 

при каждом 0t , точки для которых 0 2t t kπ= +  ( )0, 1, 2,k = ± ±   тоже нахо-
дятся на рассматриваемой кривой. Кроме того если t0 = 0 точки пересечния 
кривой и осю абсцисс имеют координат ( )2 ,0k rπ . Следовательно кривая яв-
ляется периодическая периодом 2 rπ .
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Через формулах (2) получается, что x можно представит как функция  y 
следующим образом

( )3 	 ( )22.arccos r yx r d r y
d
−

= − − − .

Отсюда имеем 1 1r y
d
−

− ≤ ≤  и ( )22 0d r y− − ≥ . Тогда r d y r d− ≤ ≤ + . 

Следователъно циклоида ограничена прямыми y r d= −  и y r d= + . Из 
второго равенства ( )2  увидем, что y r d= −  тогда и толко тогда, когда 

2t kπ=  ( )0, 1, 2,k = ± ±  . Следовательно самые нижние точки циклоидой 
( )2 ,kA k r r dπ − . Опять из второго равенства ( )2  следует, что y r d= +  тог-

да и толко тогда, когда ( )2 1t k π= +  ( )0, 1, 2,k = ± ±  . Так получается, что 
самые высокие точки циклоидой ( )( )2 1 ,kB k r r dπ+ + . Когда d r=  имеем 

( )2 ,0kA k rπ , т.е. самые нижние точки лежат на абсцисной осю. Точки kA  
( )0, 1, 2,k = ± ±   называются вершины остроконечной циклоидой. Если 
r d> , самые нижние точки укороченой циклоидой лежат над абсцисной оси, 
а когда r d< , самые нижние точки удлиненной циклоидой лежат под абсцис-
ной оси,

Сейчас отметим, что когда r d≥ , уравнение sin 0x rt d t= − =  есть 
только одно решение 0t = . Когда r d< , уравнение sin 0x rt d t= − =  есть 
три решения, одно из котоых является 0t = . Остальные две решения дают 
одну и тоже точку удлиненной циклоидой. Такая точка называется двойная 
точка. Пусть 0 0t ≠  для которого выполнено равенство 0 0sind t rt= . Тогда 
двойные точки удлиненной циклоидой явльются ( )2 2 2

02 ,kC k r r d r tπ − −  

( )0, 1, 2,k = ± ±  . 
5. Длина и площадь остроконечной циклоидой. Из равенствах ( )1  сле-

дует, что

( )4 	 ( ) 21 cos 2 sin
2
tx r t r= − = , sin 2 sin cos

2 2
t ty r t r= = .

Длина l  аркой остроконечной циклоидой, ограниченой при 0 2t π≤ ≤ , 
получаем из ( )4  следующем образом

2 22 2

0 0
2 sin 8

2
tl x y dt r dt r

π π
= + = =∫ ∫  .

Площадь σ  фигуры, ограниченной аркой остроконечной циклоидой при 

0 2t π≤ ≤ , находим по формуле 
1
2

xdy ydxσ = −∫ , где интеграл взят по ци-

клоиде. Так из ( )4  получается ( )
2 2 2

0
sin 2cos 2 3

2
r t t t dt r

π
σ π= − + − =∫ .
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6. Свойства касательных и нормали циклоиды. Обратимся к рис. 4, ви-
дим, что прямая NK , проходящая через точку M  и точку N  производяще-

го круга, составляет с осью абсцисс угол, равный 
2 2

tπ
− . С другой стороны, 

пользуясь ( )4 , получаем, что касательная в точке M  имеет угловой коефици-

ент 
2 2

x ttg
y

π = − 
 





. Следовательно MN  являетсят касательной к циклоиде 

в точке M. Так как 
2

NMP π
= , то прямая MP  будет нормалью циклоиды 

в точке M. Таким образом, касательная к циклоиде в произвольной ее точке 
проходит через высшую точку производящего круга, а нормаль через низшую 
точку. Это свойство определяет простой способ построения касательной и 
нормали в любой точке заданной циклоиды.

5. Длина и площадь остроконечной циклоидой. Из равенствах  1  следует, 
что 

 4    21 cos 2 sin
2
tx r t r   , sin 2 sin cos

2 2
t ty r t r  . 

Длина l  аркой остроконечной циклоидой, ограниченой при 0 2t   , получаем 
из  4  следующем образом 

2 22 2

0 0
2 sin 8

2
tl x y dt r dt r

 
     . 

Площадь   фигуры, ограниченной аркой остроконечной циклоидой при 

0 2t   , находим по формуле 1
2

xdy ydx   , где интеграл взят по циклоиде. Так 

из  4  получается  
2 2 2

0
sin 2cos 2 3

2
r t t t dt r


      . 

6. Свойства касательных и нормали циклоиды. Обратимся к рис. 4, видим, 
что прямая NK , проходящая через точку M  и точку N  производящего круга, 

составляет с осью абсцисс угол, равный 
2 2

t
 . С другой стороны, пользуясь  4 , 

получаем, что касательная в точке M  имеет угловой коефициент 
2 2

x ttg
y

   
 

. 

Следовательно MN  являетсят касательной к циклоиде в точке M . Так как 
2

NMP 
 , 

то прямая MP  будет нормалью циклоиды в точке M . Таким образом, касательная к 
циклоиде в произвольной ее точке проходит через высшую точку производящего круга, 
а нормаль через низшую точку. Это свойство определяет простой способ построения 
касательной и нормали в любой точке заданной циклоиды. 

 
Рассмотрим треугольник 1MTT , образованный вертикальным диаметром 

производящего круга, касательной к циклоиде и нормалью к ней. Угол 1MTT , как 
вписанный в окружность, равен половине центрального угла, опирающегося на ту же 

дугу, т. е, равен 
2
 . 

Рис. 4 
Рис. 4

Рассмотрим треугольник 1MTT , образованный вертикальным диаметром 
производящего круга, касательной к циклоиде и нормалью к ней. Угол 1MTT , 
как вписанный в окружность, равен половине центрального угла, опирающе-

гося на ту же дугу, т. е, равен 
2
ϕ

.



631

Циклоида

 
Проведем 1MK TT  и ME AB . Отрезок ME  будем называть высотой точки 

M  циклоиды и обозначим h . Итак, высота точки M  циклоиды – это расстояние ее от 
направляющей прямой. Обратим внимание, что 1KMT MTT . Из треугольника 

1T MT  получаем: 2 sin
2

MT r 
 , из треугольника TKM : sin

2
KT MT 

 . Сопоставляя 

эти результаты и замечая, что KT h  получим: 22 sin
2

h r 
 . Мы выразили высоту 

точки M  через угол между касательной в точке M  и вертикалью. Выразим синус этого 
угла через высоту. Получим: 

sin
2 2

h k h
r


  , 

где 1
2

k
r

  постоянная для данной циклоиды. 

Теорема. Синус угла между касательной к циклоиде в точке M  и вертикалью 
пропорционален корню квадратному из высоты. 
Этим свойством обладает любая циклоида. 

 
 

Примечания 
1. https://www.sites.google.com/site/pisemsami/ 

2. Акопян, А. Геометрия кардиоиды, МЦНМО. 
http://www.mccme.ru/~akopyan/papers/cardioid.pdf 
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Рис. 5 Рис. 5

Проведем 1MK TT⊥  и ME AB⊥ . Отрезок ME  будем называть вы-
сотой точки M  циклоиды и обозначим h . Итак, высота точки M  цикло-
иды – это расстояние ее от направляющей прямой. Обратим внимание, что 

1KMT MTT=  . Из треугольника 1T MT  получаем: 2 sin
2

MT r ϕ
= , из 

треугольника TKM : sin
2

KT MT ϕ
= . Сопоставляя эти результаты и заме-

чая, что KT h=  получим: 22 sin
2

h r ϕ
= . Мы выразили высоту точки M  че-

рез угол между касательной в точке M  и вертикалью. Выразим синус этого 
угла через высоту. Получим:

sin
2 2

h k h
r

ϕ
= = ,

где 
1
2

k
r

=  постоянная для данной циклоиды.

Теорема. Синус угла между касательной к циклоиде в точке M  и верти-
калью пропорционален корню квадратному из высоты.

Этим свойством обладает любая циклоида.
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CYCLOID

Abstract. The present article describes the results of the sub-team of Kazakhstan 
– a part of an International team of students, created for the realization of the net 
research project “Encyclopedia of Notable Plane Curves: We Write by Ourselves”. 
For completing the tasks, students made computer researches by using the software 
products GeoGebra, Geometer’s Sketchpad and Maple. The coordinate method was 
applied to the proofs of the corresponding hypothesis. The net interaction between 
the participants has been carried out in Google Cloud.

Keywords: circle; curve; trajectory; cycloid
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